Interpoleerimine ja regressioon

Enne kéesoleva peatiiki pohitemaatika juurde minekut vaatleme iihte kéasu
plot lisavoimalust. Tuletame meelde, et késk plot(x,y) joonestab tasandile koordi-
naatidega x ja y antud punktid ja ithendab need jarjekorras sirgloikudega. Kui
me ei soovi sirgloikude joonestamist punktide vahele, siis voib seda kasku kasu-
tada jargmisel kujul:
plot(x,y, stimbol’)
kus simbol on punktide tihis (see voib olla *, o, x voi *). Naiteks olgu antud
vektorid z = (1,2,3,4,5,6) jay = (4,5,8,6,7,5). Joonestame neile vastavad
punktid P(z,y) tasandile kasutades siimbolit . Selleks sisestame késud
x=[1,2,3,4,5,6];
vy=[4,5,8,6,7,5];
plot(x,y, )
ja kaivitame. Tulemuseks saame jérgmise joonise.

Nii nagu ikka, saab iihe kdsuga plot joonestada korraga mitu graafikut.
Naiteks kask
plot(t,u,’*’,z,v)
joonestab tasandile:
1) punktid koordinaatidega t ja u ning t&histab need stimboliga x;
2) punktid koordinaatidega z ja v ning ithendab need sirgloikudega.

Vaatleme interpoleerimist splainidega. Splainiga interpoleerimiseks voib Mat-
lab-Octaves kasutada kéisku interpl, mille kuju on jargmine:
interpl(x,y,xi, meetod’)
kus x on solmede vektor, y on vastavate funktsiooni vaartuste vektor, xi on ar-
gumendi vaartuste vektor, mille korral soovitakse splaini vélja arvutada ning
meetod on splaini tiilibi nimetus. Néiteks kui soovitakse lineaarsplaini klassist
S1:0(z), siis tuleb meetod-i kohale kirjutada linear, kui aga soovitakse kuupsplaini
klassist 53’2(I), siis tuleb meetod-i kohale kirjutada spline . Késk interpl annab
tulemuseks argumendi vaadrtuste vektorile xi vastava splaini vaartuste vektori.
NAITEULESANNE 1. Antud on jargmine funktsiooni y = f(z) vddrtuste tabel:

z|1 2 3 4 5 6 7
y|0 7 1 3 2 4 1

Interpoleerida seda funktsiooni kuupsplainiga S®2(x). Joonestada interpolat-
sioonipunktid ja splain samas teljestikus 16igul [1, 7].

Lahendus. Kirjutame skripti jargmised read:

x=[1,2,3,4,5,6,7];

y=[0,7,1,3,2,4,1];

xi=1:1e-3:7;

yi=interpl(x,y,xi,’spline’);

plot(x,y,’*’ xi,yi)

xlabel(’x")

ylabel(’y’)

ja kaivitame skripti. Tulemuseks saame jargmise joonise.

NAITEULESANNE 2. Antud on jargmine funktsiooni v = f(u) véartuste tabel:

w|0 01 02 03 04 05 0.6
v][0 06 21 31 25 2 26

Interpoleerida seda funktsiooni lineaarsplainiga S':°(u) ja kuupsplainiga S32(u).


http://www.staff.ttu.ee/~janno/kaugope/int reg 1.pdf�
http://www.staff.ttu.ee/~janno/kaugope/interpoljoonis3.gif�

Joonestada interpolatsioonipunktid ja splainid samas teljestikus 16igul [0, 0.6].
Arvutada wg = S19(0.35) ja w; = 5%2(0.35).

Lahendus. Kirjutame skripti jargmised read:

1=[0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6];

v=[0,0.6,2.1,3.1,2.5,2,2.6];

ui=0:1e-4:0.6;

vil=interp1(u,v,ui,’linear’);

vi2=interp1(u,v,ui,’spline’);

plot(u,v,’s’,ui,vil,ui,vi2)

xlabel(’u’)

ylabel(’v’)

wO=interp1(u,v,0.35,’linear’)

wl=interpl(u,v,0.35,’spline’)

ja kéivitame skripti. Tulemuseks saame jargmise joonise, millel roheline joon
vastab lineaarspalinile ja punane joon kuupsplainile. Arvulised vastused on
wo = 2.8 ja wy = 2.9217.

Markus. Graafiku legendis ja telgede margendites esinevate keerukamate
siimbolite loomiseks saab kasutada nn Latexi koodi. Naiteks siimboli ° saab
kasuga “\circ. Latexi koodi saab kasutada ka kreeka téhetede kirjutamisel.
Niiteks o saab kdsuga \alpha. Tépset infot erinevatele siimbolitele vastavate
kiaskude kohta on voimalik leida internetist otsides méarksonaga ”latex sym-
bols”.

Jargnevalt vaatleme vahimruutude meetodit ehk regressiooni tabelina an-
tud funktsioonide ldhendamisel. Alustame lineaarse ja mittelineaarse regres-
siooniga (st polilnomiaalse ldhendamisega) juhul, kui tilesandes esinevad kaalud
on vordsed (sel juhul voib nad votta vordseks tihega). Taolise {ilesande la-
hendamiseks on Matlab-Octaves olemas spetsiaalne késk polyfit, mille kuju on
jargmine:
polyfit(x,y,k)
kus x ja y on tabelis antud argumendi ja funktsiooni véartused ning k on
poliinoomi aste. Kui k = 1, siis on tegemist lineaarse regressiooniga, kui k =
2, on tegemist ruutregressiooniga jne. Kask valjastab regressioonipoliinoomi
kordajate vektori.

NAITEULESANNE 3. Antud on jargmine funktsiooni y = f(t) vairtuste tabel:

t[1 2 5 8 11 13
y[3 6 13 24 31 39

Leida lineaarne regressioon vordsete kaaludega.
Lahendus. Koostame jargmise skripti:
t=[1,2,5,8,11,13];
y=[3,6,13,24,31,39];
c=polyfit(t,y,1)
ja kaivitame. Matlab-Octave annab vastuse
c =
2.9545 -0.3636
See t&hendab, et otsitava lineaarfunktsiooni valem on ®(t) = 2.9545¢ — 0.3636.
Ettantud kordajatega poliinoomi vaartuste arvutamiseks sobib koige pare-
mini késk polyval , mille kuju on jargmine:
polyval(c,xi)
kus ¢ on polinoomi kordajate vektor ja xi on argumendi vaartuste vektor. Késk
annab xi -le vastava poliinoomi vaértuste vektori.
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NAITEULESANNE 4. Arvutada niiteiilesandes 3 saadud lineaarse lihendi vaartused
t =3 jat = 10 korral.
Lahendus. Oletame, et peale néiteiilesande 3 lahendamist ei ole Matlab-Octavest
véljutud. Siis on vektor ¢ veel mélus olemas (vastasel juhul tuleb niiteiilesandes
3 olevad késud uuesti tédita). Koostame jargmise skripti:
Vastusl=polyval(c,3)
Vastus2=polyval(c,10)
ja kaivitame. Tulemus on jargmine:
Vastusl =
8.5000
Vastus2 =
29.1818
NAITEULESANNE 5. Joonestada naiteiilesandes 3 saadud lineaarne lahend ja
tabeli punktid samas teljestikus 16igul [1, 13]. Lisada telgede mérgendid.
Lahendus. Eeldame jallegi, et Matlab-Octavest ei ole vahepeal véljutud, st vek-
torid t, y ja ¢ on malus olemas. Kirjutame skripti jargmised read:
ti=1:1e-2:13;
yi=polyval(c,ti);
plot(ti,yi,t,y, *")
xlabel(’t’)
ylabel(’y’)
ja kaivitame skripti. Kuvatakse joonis.
NAITEULESANNE 6. Antud on jargmine funktsiooni u = f(x) vaartuste tabel:

| 1 2 3 4 5 8 9 11 12
w10 13 19 28 30 24 16 11 6

Leida kuupregressioon (so kuupldahend vihimruutude mottes) vordsete kaaludega.
Joonestada tabeli punktid ja lihend samas teljestikus 16igul [1,12]. Lisada
telgede méargendid.

Lahendus. Kirjutame skripti jargmised read:

x=[123458911 12];

u=[10 13 19 28 30 24 16 11 6];

c=polyfit(x,u,3)

xi=1:1e-3:12;

ui=polyval(c,xi);

plot(x,u,’*’ xi,ui)

xlabel(’x")

ylabel(’u’)

ja kéivitame skripti. Antakse jargmine vastus:

c =

0.050102 -1.639367 13.299637 -4.320540

ja kuvatakse [joonis. Jarelikult on otsitava kuuplahendi valem jargmine:
®(z) = 0.0501022% — 1.63936722 + 13.299637x — 4.320540.

Mittevordsete kaalude korral puudub Matlab-Octaves kask, millega saab re-
gressioonipoliinoomi otseselt leida. Sel juhul tuleb regressiooniiilesandele vastav
lineaarne siisteem ise koostada ja lahendada. Selle siisteemi maatriksis esinevad
summad mitmesugustest vektoritest. Vektori x elementide summa saab Matlab-
Octaves lihtsalt kdsuga sum(x) . Vaatlemegi koigepealt taoliste summade arvu-
tamist.
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NAITEULESANNE 7. Sisestada vektorid t = (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10),
x=(4,5,4,6,4,5,4,6,4,5) ja leida vektor s, mille komponendid on

10 10 10 10

2

81 = E tiy S2 = E Zi, S3= E titi, S4= E t;xy.
i=1 i=1 i=1 i=1

Lahendus. Skripti koostamisel tuleb arvestada sellega, et summa all toimub
korrutamine ja astendamine komponentide kaupa, seega tuleb kasutada kaske
=+ ja .~ Skript on jargmine:

%Andmete sisestamine

t=[12345678910];

x=[4546454645];

%Summade all olevate vektorite leidmine

s3vektor=t.*x;

sdvektor=t.x x."2;

% Vektori s komponentide leidmine

s(1)=sum(t);

s(2)=sum(x);

s(3)=sum(s3vektor);

s(4)=sum(s4vektor);

%Vektori s kuvamine

S
Samavéarne, kuid lithem skript oleks

%Andmete sisestamine

t=[12345678910];

x=[4546454645];

%Vektori s komponentide leidmine

s(1)=sum(t);

s(2)=sum(x);

s(3)=sum(t.*x);

s(4)=sum(t.x x.”2);

%Vektori s kuvamine

s

Peale skripti kaivitamist annab Matlab-Octave vektori s komponendid. Vastus
on s = (55,47,262,1282).

NAITEULESANNE 8. Argumendi z, funktsiooni y ja kaalude x véértused on
antud tabelis

z| 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 )

y|23 30 52 68 70 96 11 136 14 16.6
K 1 1 2 2 3 3 2 2 1 1

Leida lineaarne regressioon etteantud kaaludega. Joonestada ldhend ja tabeli
punktid samas teljestikus.

Lahendus. Léahendi ®(z) = c¢1z + co kordajate leidmiseks tuleb lahendada
siisteem Ac = b, mille maatriks ja parema poole vektor avalduvad kujul

10 10 10

R Y Rl > KiZilYi
A= i=1 i=1 b— i=1

10 10 ) 10

DK Y K > Kili

=1 =1 =1

Koostame skripti

%Andmete sisestamine



x=[-4-3-2-1012345];

y=[2.33.0 5.2 6.8 7.0 9.6 11 13.6 14 16.6];
kappa=[1122332211];

%Maatriksi A ja vektori b komponentide leidmine
A(1,1)=sum(kappa.*x."2);

A(1,2)=sum(kappa.*x);

A(2,1)=A(1,2);

A(2,2)=sum(kappa);

b(1)=sum(kappa.*x.xy);

b(2)=sum(kappa.xy);

%Stisteemi Ac=b lahendamine (NB! v6ib kasutada ka kisku c=A\b’)
c=inv(A)*b’

%Graafiku joonestamine

xi=-4:1e-3:5;

yi=polyval(c,xi);

plot(xi,yi,x,y,’*")

Peale kiivitamist saame jargmise joonise. Kordajate viartused on ¢; = 1.6055,
co = 8.0250.

NAITEULESANNE 9. Argumendi ¢, funktsiooni z ja kaalude x vairtused on

antud tabelis
t 1 3 5 7 9

z |10 15 19 21 22
k| 1 2 3 2 1

Leida ruutregressioon etteantud kaaludega. Joonestada ldhend ja tabeli punktid
samas teljestikus.

Lahendus. Lahendi ®(z) = c122 4 cox + c3 kordajate leidmiseks tuleb lahendada
siisteem Ac = b, mille maatriks ja parema poole vektor avalduvad kujul

5

5 5 5

DR D D D > Kit?zi
=1 =1 =1 =1

A= ; 3 3 2 ; it b= ; it
ZK“lz E"{Zl Zﬁll ) Zﬁzzzz
=1 =1 =1 =1

2 ¥ ) ; ) : )

Z K“ltz E Hztz Z Ri Z KRiZ;
=1 =1 =1 =1

Koostame skripti

%Andmete sisestamine

t=[13 57 9;

2=[10 15 19 21 22];

kappa=[1 23 2 1J;

%Maatriksi A ja vektori b komponentide leidmine
A(1,1)=sum(kappa.*t."4);
A(1,2)=sum(kappa.*t."3);
A(1,3)=sum(kappa.*t."2);

A(2,1)=A(1,2);

A(2,2)=A(1,3);

A(2,3)=sum(kappa.*t);

A(3,1)=A(1,3);

A(3,2)=A(2,3);

A(3,3)=sum(kappa);

b(1)=sum(kappa.*t."2.xz);

b(2)=sum (kappa.*t.*z);

b(3)=sum(kappa.*z);

%Stisteemi Ac=b lahendamine (NB! voib kasutada ka késku c=A\Db’)
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c=inv(A)*b’
%Graafiku joonestamine
ti=1:1e-3:9;
zi=polyval(c,ti);
plot(ti,zi,t,z,’0”)
Peale kéivitamist saame jargmise [joonise. Kordajate vaartused on ¢; = —0.1833,
c2 = 3.3333, c3 = 6.7833.
Lopuks vaatleme pogusalt ka eksponentsiaalset regressiooni.
NAITEULESANNE 10. Leida jargmise tabeliga antud funktsiooni eksponentsi-
aalne regressioon vordsete kaaludega.
z| 0 5 10 15 20
y|100 5 1 02 0.015
Joonestada lahend ja tabeli punktid samas teljestikus. Lahendit kasutades arvu-
tada y vaartus, kui z = 13.

Lahendus. Teatavasti saab eksponetsiaalselt regressioonilt logaritmimist kasu-
tades iile minna lineaarsele regresioonile. Selleks tuleb leida funktsiooni z = Iny
lineaarne ldhend vahimruutude mottes. Olgu selleks z = ¢z + ¢o. Siis avaldub
otsitav eksponentsiaalne regressioon kujul y = e* = e ehk y = ae’®, kus
a = e ja b= c;. Arvutuste teostamiseks koostame skripti

%Algandmete sisestamine ja logaritmimine

x=[0,5,10,15,20];

y=[100,50,1,0.2,0.015];

z=log(y);

%Regressiooni leidmine

c=polyfit(x,z,1);

%Graafiku joonestamine

xi=0:1e-2:20;

yi=exp(c(1)*xi+c(2));

plot(xi,yi,x,y, *’)

%y vaartuse arvutamine x=13 korral

Vastus=exp(c(1)*13+c(2))

Kéivitamisel saame [joonisel Arvuline vastus on y = 0.4290.

HARJUTUSULESANNE 1. To0tava mootori mahise temperatuuri on moodetud
10-minutilise intervalliga ajaloigul 0 kuni 60min. Tulemused on toodud jargmises

tabelis:
t(min)‘ 0 10 20 30 40 50 60

T(°C) [30 51 68 79 855 89 90

Interpoleerida temperatuurifunktsiooni splainiga S%2(t). Joonestada interpo-
latsioonipunktid ja splain samas teljestikus 16igul [0, 60]. Kanda joonisele telgede
maérgendid ja legend. Arvutada temperatuuri ligikaudne véértus ajahetkel 54min
splaini kasutades. Skript salvestada nime z40.m all.

Lahendus.

HARJUTUSULESANNE 2. Tabelis on antud soojusvaheti kasutegur soltuvalt seda
labivast ohu kogusest ajaiihikus.

Q™) | 100 200 300 400 500
n(%) [ 70 71 70 66 61
Leida kasuteguri ruutregressioon vordsete kaaludega. Joonestada ruutlahend ja
tabeli punktid samas teljestikus 16igul [100,500]. Lisada telgede mérgendid ja
sobiv legend. Skript salvestada nime z41.m all.

Lahendus.
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HARJUTUSULESANNE 3. Asiinkroonmootori péérdemomenti on moddetud eri-
nevate sageduste korral. Tulemused on toodud jargmises tabelis:

H(L)‘ 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
min

M (Nm) |55 60 66 73 8L 93 94 80 60

Leida selle mehaanilise karakteristiku 4-nda astme lahend vahimruutude mottes
vordsete kaaludega. Joonestada tabeli punktid ja lahend samas teljestikus loigul
[0,4000]. Lisada telgede méargendid. Arvutada ldhendit kasutades p66rdemomendi
ligikaudne vaartus sageduse n = 2400% korral. Skript salvestada nime z42.m
all.

Lahendus.

HARJUTUSULESANNE 4. To60stusmasina ebatapsus soltub selle masina t66 kestvu-
sest. Jargmises tabelis on antud masina téapsuse € vaartused soltuvalt ajast ¢:
t(h) | 30 33 34 35 39 44 45

¢(mm) ‘ 1.1 121 123 125 13 14 1.42
Leida tapsuse lineaarne regressioon jargmiste kaaludega:

»[1 1 1 15 15 2 2
Joonestada ldhend ja tabeli punktid samas teljestikus. Lisada telgede méargendid
ja sobiv legend. Arvutada tépsuse vaartus, kui ¢ =50h. Skript salvestada faili
z43.m.
Lahendus!.

HARJUTUSULESANNE 5. Tabelis on antud tulu, mis on saadud teatud arvutite
miitigist.

t(aasta) | 2008 2009 2010 2011

R(10°%) | 3 42 6 9.2
Leida eksponentsiaalne regressioon vordsete kaaludega. Joonestada ldhend ja
tabeli punktid samas teljestikus. Lisada telgede mérgendid. Prognoosida tulu
2012.a. Skript salvestada nime z44.m all.
Lahendusl
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