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Kvantmehhaanika

(Siin vaid ulilihike tilevaade!)

« Klassikalised osakesed ja lained
* Kvantmahhaanika vajalikkus
* Kvantmehhaanika alused

g
Klassikalised osakesed ja lained

Klassikalised osakesed — Newtoni mehhaanika.
Ta vastab kiisimustele nagu:

« Milline on orbiidil liikuva tehiskaaslase orbiit?
« Kui tulistatakse vilja rakett siis kuhu ta langeb?
« Kui piljardipalli liiiia teatud nurga all, siis kuidas teised pallid kéituvad?

Klassikalist osakest kirjeldab:
Mass (m), laeng (q), asukoht (r(t)), kiirus (v(t))

d*F(t)
dr’

=F ()

¢ Kui joud ning osakese algne asukoht ning Kiirus on teada,
siis voime ta tulevase asukoha tiipselt vilja arvutada.

¢ Osakest iseloomustavad suurused nagu niiteks energia
muutuvad pidevalt.

Osakese momente. impulss: p=mv ~ (2)
Osakese poordmoment : I =rx D 3)
2

Kineetiline energia : KE = — 4)
2m

S|

Mbojutades osakest jouga F saame osakese liikumisvorrandi:

" JEE
Klassikalised lained

Lainete niited: Ookeani lained, helilained, lained viiulikeeltes,
elektromagnetlained (valgus),....

Lainete kirjeldamine: Amplituud, kiirus, sagedus, lainepikkus
aga mitte mass ja asukoht nagu osakeste puhul oli.
Klassikaline lainevorrand:

amplituud
PPxn 1 Py o )
o’ o
kiirus

Lainevorrandi iildine lahend:

Y(x,t) = Aexpli(kx — wt)] + Bexpli(kx + wt)]
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Seal olid A ja B lainete amplituudid, k- lainearv ja ®-
ringsagedus.

Lainepikkus : A = 27” ™
Sagedus: f = L (®)
27

[0}
Kiirus:v=2=1
iirus v 3 f )

Lainete interferents:

_ Concellation

Lainete Lainete
summeerumine kustutamine

pl ueHT

Monochromatic oARK
Tight

)
_—
1 DARK
Double slits

LiGHT

Tnterference _~
pattern

Kui monokromaatiline valgus libib kahte pilu saab pilude taha asetatud ekraanil

Jalgida tiiiipilist ribadest koosnevat interferentsi pilti.

|
Lainete difraktsioon:

. B .
Tasapinnaline laine libib erineva suurusega avasid. Mida viiksem on
ava, seda rohkem kalduvad lained ava ddrtel ja seda suuremaks muutub

lainete koverus.

%l 5

% it

5 ydth

AP T
Screen gmh

(a) Suure ava puhul saame terava pildi. (b) Kui ava muutub viikeseks, siis
saame uduse e. difrageerunud pildi. (c) Difrageerunud valguse intensiivsuse

soltuvus.

Laine grupid ja dispersioon:
|:> Faasi
NN

Y(x,0) = Aexpli(kx - wr)]

Tasalaine:

. _Milline on laine grupikiirus, v,???
Lainepakett: AT °
vOi laine grupp s e

Grupikiirus v, =—= | (10)
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Lainepaketi moodustumine:
A, exp(ikyx) )

Fourier
poordteisendus S0 = fA(k)exp[l(kx ot)dk an

Lainepaketi moodustamine: naide
Piiiame konstrueerida lainepaketi vordse amplituudiga lainetest, mis on
koondunud iimber punkti k, ning ulatuvad k. Siis lainepakett on selline:

Flnt)= j F) explikx — ok)e)]dk
= L,_M expli(lx — a(F)) )k (12)

Uldiselt  sdltub k- st:
1d%

a(k)= m(k0)+ (k k) + o (k- 7(0)
=a;(ku)+vg(ir—k)+%z7?(k—ku)z+... 13)

2

D — 0,siisaxk) = k) + vy (k—k)  (14)

" JEE
Siis vorrand (12) teisendub:
Ty +Ak
Fx.t)= Lﬂ_& expli(kx — a(k))]dk
= expli(kyx — &y )t)] jk"* exp[l(k k) x—v t)]dk

T "
X

Pakett liigub grupikiirusega Tasalaine liigub faasikiirusega.

— &

" JEE
Lainete dispersioon:
Kui 7(;) = 0, siis faasikiirus sdltub k- st (ka lainepikkusest) ning keskkonda

kutsutakse dispergeerivaks.

Dtspergeertvas keskkonnas liiguvad individuaalsed tasalained erinevate
ikiirustega ning lainepaketi kuju muutub aja jooksul.
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Lainete maaramatus:

Tasalaine: WY(x,t) = Aexplikx — at)]
NN

Lainepikkus (voi lainearv k) on tapselt teada Ak=0, kuid asukoht on
tdielikult teadmata,

Ax =

Lainepaketi, mis on moodustatud tasalainetest piirkonnas Ak, lainepikkus
(voi lainearv) on vaid osaliselt kindel. Samamoodi on osaliselt kindel ka

asukoht:

A T Bl

@

Klassikalised lained

Uldiselt: Ax-Ak~1] e

)

Sageduste puhul:

Naited

- [e2
Ve 2

kus g on raskuskiirendus. Nditame, et sel puhul on lainete grupikiirus tipselt
pool faasikiirusest.

Lahendus:
Kuna & = 27” , siis v, jaoks vbime kirjutada v, = J% ja w=vk=.gk

do 1 \/E 1
V,=——=—,[F ==V
Siis saame: £ dk 2Nk 27

Niide 1. Newton niitas, et lainepikkusega A merelainete faasikiirus avaldub:

" JEE
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" JEE
Kvantmehhaanika vajalikkus

Materjalid koosnevad mikroskoopilistest osakestest nagu molekulid, aatomid
ja elektronid. Neid pole vdimalik kirjeldada lahtudes klassikalisest fiiiisikast.
Kui me tahame materjalide omadusi tundma dppida, peame pdérduma
kvantmehhaanika poole.

Moned eksperimendid, mis viisid kvantmehhaanika
loomisele.

20. saj. alguses tehti mitmeid katseid, millede tulemusi polnud voimalik
seletada klassikalise fiiiisika teooriate abil. Vaatleme neist moningaid.

Absoluutselt musta keha kiirgusspekter

Intensity —»

Absoluutselt must keha 0

Wavelength (zm)

Eksperimentaalselt méddetud kiirgusspekter

" JEE
Absoluutselt musta keha kiirgus.
Absoluutselt musta keha kiirguse intensiivsus lainepikkuste A ja A+ dA
vahemikus avaldub:
dI=R(\)dA (18)

kus R(\) on nn. kiirgusvdime.

Maned eksperi taalsed tihelepanekud:
« Koguintensiivsus allub nn. Stefani seadusele:

I= J;’iz(,im =or* (19

kus konstanti 6=5.67x10* W m?2 K- kutsutakse Stefan-Boltzmanni
konstandiks.

« Kiirgusvoime saavutab maksimumi kindlal lainepikkusel A, ,,,, mis
omakorda sdltub temperatuurist (Wieni nihkereegel):

o _2898x10°mK
ST (20)

Klassikalise fiilisika kohaselt
(Rayleigh-Jeans) peaks musta

Rayleigh—Jeans law keha kiirguse intensiivsus
kasvama I6pmatult ultravioleti
= . suunas:
Z Experimental
=4
g data
K] IAT)=2mck, T/A*

( kg - Boltzmanni konstant)

Wavelength
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Musta keha kiirguse
spekter.

Experimental
points

(klassikali X

Rayleigh-Jeansi ja Wieni klassikalisel fiitisikal pohinevad teooriad ei suutnud
kirjeldada musta keha kiirguse spektraalsdltuvust.
Plancki kvantteooria: Elektromagnetlaine sagedusega v vahetab energiat ainega
kvantide kaupa, millede energia:

E=hv=heo (21)

Siin h on nn. Plancki konstant.

Valguslainetel on seega samuti kindlalt maératud energia nagu osakestelgi.

1900. aastal tuletas Max Planck
valemi, mis taielikult kirjeldas
eksperimentaalseid tulemusi:

I(AT)=2mh e /A5 (e "Mk, T-1)

Rayleigh-Jeans law

Experimental
data

Intensity

h- Plancki konstant

h =6.626 x 103 J*s

Kvandid olid stindinud!

Wavelength

" JEE
Lained kui osakesed: Fotoelektriline efekt.

Fotoelektrilises eksperimendis liiiiakse valguse mojul ainest (metallist) vélja

elektrone.
Light

Emitter Collector

Energeetiline barjdér ehk ;
valjumistoo l

Fotoelektriline efekt.

Kui valgus annab elektronile energia E,,, siis elektronid viljuvad metallist
energiaga Eem-eq). Viljaloodud elektronide maksimaalne energia on

madratud pidurdava pingega V ,

Klassikalise lai ia kohaselt peaks:

* KE, .« peab olema vordeline pealelangeva valguslaine intensiivsusega
* Elektronid peaksid viljuma metallist valguse suvalise lainepikkuse
juures, kui vaid intensiivsus on kiillaldane.

« Valguse sisseliilitamise ning elektronide viljumise vahel peaks olema
teatud ajaline nihe, kuna E=I * area * t.

Tegelikult mirgati:

* KE,,, oli sdltumatu valguse intensiivsusest!

« Eksisteeris kindel sagedus, millest vdiksema sagedusega kiirgus ei
suutnud intensiivsusest sdltumata elektrone vilja liitia!!

« Elektronid viljusid peaaegu momentaalselt- s.t. puudus oodatud ajaline
nihe!!!
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Intensity /> /; Einstein
explained the
photoelectric
effect by
treating light
as composed
of energy
quantas with
energy hv.

Intensity /;

PHOTOCURRENT —»

F OF LIGHT (V) POTENTIAL DIFFERENCE V/

Teod 7

Fotoelektrilise efekti eksperi

Einsteini kvantteooria:

Valgus koosneb pisikestest osakestest (footonitest) millede
energia on: E-hv=ho

KE,  =hv—-ep (22)

Piirsagedus avaldub siis: |, _ €%
h

Energia jadvuse seadus:

Osakesed kui lained : aatomspektrid

Klassikaline fiiiisika jai kapitaalselt hétta aatomspektrite seletamisega.
Lihtsaim aatom on teatavasti vesinikuaatom. Vesiniku neeldumisspekter
koosneb kitsastest ribadest, millede lainepikkused alluvad seadusele:

kus R=1.0973732 x 107 m"' (Rydbergi
konstant), ngja n; on tdisarvud.

)=

1 1
= R(n—f2 - n—'z) (23)

T T T = — |

20m 0um o a0um

Vesiniku aatomspekter.
Lymani seeria: n=1;
Balmeri seeria: ﬁ);
Pascheni seeria: n f:3 N

Kuidas seletada vesiniku spektrit?

Vesiniku aatom koosneb tuumast (prooton) ning elektronist. Rutherfordi
jargi tiirleb negatiivne elektron imber positiivse tuuma nagu planeet.

& Light
~
S
6\ Ebapiisiv orbiit!!!
Rutherfordi aatomimudel. {f( -\'\*
ight Light

Klassikalise fiitisika kohaselt peaks selline elektron pidevalt kiirgama energiat ning
1dpptulemusena peaks elektron langema tuuma!

Kuidas seletada vesiniku spektrit?
Bohri aatomimudel: Nagu ka Rutherfordi mudelis tiirlevad elektronid

imber tuuma, kuid nad saavad olla vaid orbiitidel, kus nende péordmoment
on vordne tiisarvulise konstandi 7 kordne ehk

mvr = nh (24)

kus n=1, 2, 3, ..., m on elektroni mass, v on tema orbitaalne kiirus ja r on
orbiidi raadius.

Kasutades seda postulaati sai Bohr vesiniku spektri kirjeldatud ning tihtlasi
nditas ta, et elektron kiirgab voi neelab Kiirgust vaid siis, kui ta liheb
iihelt orbiidilt teisele.

Bohri mudelist:
F =ma
e v
——=m— (25
4me, v r
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Kineetiline energia on siis:

Potentsiaalne energia on elektrostaatiline energia:

@n

Koguenergia:

" EEE——
mvr = ni

Bohri postulaatide kohaselt:

(29
(30)
photon 7 . n =
ot _g
= ny) ZE0 .
S D) \\ -Elep,‘nn jumpsfrom | Diskreetsed
e \ lovel 2o level | spektraaljooned on seega
1 pohjustatud elektroni

tileminekust iihelt
energiatasemelt teisele.

"
Kui elektron niiiid liheb tasemelt n;
tasemele n; neelates energia hv:

Ep=0
Eg=-08¢Y
Ey=-15eV
- o _
e o -
Bohri postulaat mVF = nfi

t66tab isna hasti vesiniku
aatomi korral, kuid tema
fliisikaline sisu jaab
segaseks.

Just seda mirgati ka eksperimentaalselt!

"
De Broglie osakeste lained

Valgus: laine ja osake!

« Valgus kiitub lainena, kui ruumi mddtmed on valguse lainepikkuse
suurusjargus.

« Valgus kiitub osakestena (kiirtena) kui ruumi mddtmed on palju suuremad
kui valguse lainepikkus.

Laine ja osakese duaalsus rakendub ainele nagu aatom, elektron, tellis, ...?

Seega:
Aine kaitub teatavates tingimustes nagu laine!

liced 1 ar

B o

De Broglie hii Ainel on lai

P
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(a)Oma orbiidil
tiirlevad elektronid
moodustavad
seisvaid laineid vaid
siis, kui orbiiti
mahub tiisarv
lainepikkusi.

(b)Laine ei moodusta
seisvat lainet.

nA=2m (31
Kuna l=£ , siis saame

mvr = nh

See on tipselt Bohri postulaat!

" JEE
Elektroni lainete otsene toestus: Davisson-Germeri eksperiment
dsin(¢)=n\ (32)

Saadi samasugune soltuvus nagu ka
rontgenikiirte (“valguse”) difraktsiooni puhul!

50 keV elektronide
difraktsioon CusAu sulami
kilelt.

Néiteid

Niide 2. Miks me niiteks pesapallil ei nie higuseid piirjooni?
Lahendus: Pesapall massigal40 g liikudes kiirusega 27 m/s omab

lainepikkust

34 1.
_h_ 630N oo o

see on viiksem kui tuum!

Niéide 3. Milline on elektronide lainepikkus, kui nende kineetiline energia

onl13.6eV? a
Lahendus: = ; = ? =19x10""m=19A

Kvantmehhaanika

« Klassikalised osakesed ja lained
* Kvantmahhaanika vajalikkus
* Kvantmehhaanika alused
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" JEEE
Kvantmehhaanika alused.

Mis asjad need “aine lained” ikkagi on?

Klassikalised lained: vongub Shu tihedus hailelainetes, vongub keele asukoht
viiulikeele lainetes.....

Ainega seotud laine: Mis siin vongub?

—

Kui me tavaliselt métleme elektronist I—
kui punktlaengust, siis nende lainelist —_—
loomust nieme me nditeks kaksikpilu B ]
. . ———
eksperimendist. Pe—
]

_

ELEKTRONIDE  PILUD EKRAAN kuaums
IKAS

Pirast 1000 elektroni

Pirast 28 elektroni Pirast 10,000 elektroni

Toendiosus, et elektronid tabavad heledaid ribu on suurem kui toenciosus, et nad
satuvad tumedatele aladele.

" JEE
Lainefunktsioon y(x,t) ja selle tihendus

’Lp(X,t) = seotud tdendosusega.
Tdendosus osakese leidmiseks koordinaadivahemikus dx kohas x on
P(x, t)dx =|W(x, 1) ! dx

kus | W(x,7) = W(x,1)- W(x,¢)* onmdddetav kui tenzosuse
tihedus. Samal ajal pole Y(x,t) ise mdddetav!

YP(x,t) mdoned omadused:

> lp(X ,t) on iihene ja pidev funktsioon koordinaadist x ja ajast t.
» Toeniosuse summa iile kogu ruumi peab olema 1 ehk

m| W(x,0)fdx =1 (30)

Naited
Niide 4. Osakese lainefunktsioon on kujul
W(x, 1) |= Cexp(-| x|/ x0)
kus C ja x0 on konstandid. (a) Leida konstandi C véirtus nii, et lainefunktsioon

oleks normeeritud. (b) Milline on osakese leidmise tdendosus punktide —x0 ja
x0 vahel?

Lahendus: (a) JIWCe.0) P = [C exp(-2 | x|/x0)dx = Cx0 = 1

1
C=—o
Vx0

+x0

0
(b) P= ﬂ W(x, 1) fdy = fc2 exp(=2|x|/x0)dx = C*x0(1-e?) =1-e7 =86.75%
o o

" JEE
Kvantmehhaanika fund. taalne probl on selline:
Kui on teada lainefunktsioon alghetkel =0, kuidas leida lainefunktsiooni
suvalisel ajahetkel t. - Schrodingeri vorrand!

Schrodingeri vérrand

2 21
_L&f’t)w(x)\m’ fy=if
2m  dx

OW(x, 1)
| CD

kus m on osakese mass ja U(x) on potentsiaalne energia.

Seda vorrandit ei saa kuidagi tuletada mingit d lemii ta on
kvantmehhaanika pohivorrand!

Kui U vorrandis ei soltu ajast, siis voib ajast soltumatu osa ja ajast soltuva
osa vorrandis eraldada:

W(x, 1) =y (x)p(@)  (32)

10
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"

"

W0 1) — = - re

E on konstantne osakese energia!

1 )=y T
(36)

kus y(x) on miiratud vorrandiga

Asetades vorrandi 32 vorrandisse 31 saame

kus E peab olema konstantne. Siis 33 teisendub

(34

- 5.0. nn. ajast séltumatu Schrodingeri vorrand.

on ajast soltumatu. Sel pohjusel selle vorrandi lahendeid nimetatakse
(35) STATSIONAARSETEKS olekuteks — tdendosus on ajas muutumatu ja
koguenergia E on jaiv.

"

"
Operaatorid

Ajast sdltumatu Schrodingeri vorrand:

) =Eu) (1)
O ) 55

Toendosed viidrtused

Klassikalises fiiiisikas saame osakese omaduste kohta tipseid védrtusi.
Kvantmehhaanikas aga saame vaid tdenéosed viirtused igale omadusele, mida
me operaatoriga kirjeldame. Niiteks mingi omaduse A kohta saame vaid:

Osakese positsiooni jaoks saame:

Siis vdib ajast soltumatu Schrodingeri vorrandi kirjutada kujul :

(43)

11
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Osakese momendi jaoks analoogiliselt:

400 400

<p>= f\y(x, £)* pW(x, t)dx = —ih f‘l’(x, t) *% (44)

Standardhilve - miiramatus
Osakese asukohtadeks mdddeti korduvate modtmistega sellised védtused:
x,=3.5, X,=3.7, x;=2.5, x4=2.8, ..., X\=3.4,
Osakese keskmine (tdendoline) positsiooni véddrtus on siis
N

xi
XX, +Xy 4

N ==y :i‘l’(x,t)*x‘l’(x,t)dx

Standardhélve (m#iramatus) on;

<X >=

=J<x?>-<x>?

" JEE
Naide 4 (jatk)
Niide 4. Osakese lainefunktsioon on selline:
W(x,7)|= Cexp(-|x|/x0)

kus C ja x0 on konstandid. (c) Milline on koordinaadi x tdendoline védartus? (d)
Milline on médramatus?

Lahendus: Néite (a) osast saime ( = !

1
e soW(x,1) \=ﬁexp(—|x|/x0)
(©  <x>= I‘l‘(x,t) * XW(x, t)dx = I%xexp(— |x|/x0)dx =0
(d)

1
<x’ >= [x* —exp(~|x|/x0)dx
f 0 p(=| x|/ x0)

o -
= :[xl %exp(x/xo)dx +."fx1 %exp(—x/xO)dx

PR 2
=2{x Eexp(—x/xo)dx=4x0

Ax=+V<x’ > -x* =y<x’ > =2x0

Kvantmehhaanika

* Miadramatuse printsiip

* Schrodingeri vorrandi rakendamine
Vaba osake ruumis

Heisenbergi mairamatuse printsiip

Klassikaliste lainete jaoks leidsime, et
Ax-Ak~1
h
Kuna  p=—~ =Tk saame 43)
Kui osakese asukohta on méodetud tipsusega

maoddetud momenti tipsusega
véiiksem kui Ti

Jja samaaegselt on
siis kahe tipsuse korrutis ei saa olla

Kolmemddtmelise juhu jaoks

AxAp, =zh/2,AyAp, =1 /2 ja AzAp.=h/2

12
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Samamoodi vordusest At - Aw =1 ja E = hawsaam (46)

Naited

Niide 5. Elektronile mdddeti kiiruseks 5.00x103 m/s tipsusega 0.003
protsenti. Leida elektroni asukoha mairamatus.

Ap = mAv =9.1x107" kg x 0.003% x 5.00 x 10°m / s
=1.36x107"kg -m/s

Ax = L 7.69x10 m
Ap

" JEE
Naide 6. Spektraaljoone laius. Kuigi ergastatud aatom vaib kiirata
suvalisel ajamomendil alates t=0 kuni Idpmatuseni, toimub tden&oline
kiirgamine parast teatud aega, mida nimetatakse elueaks . Kui =10
s, siis milline oleks maaramatuse printsiibi kohaselt sellise kiirguse
joone laius Av ?

Ar=10"s

Avaizloxﬂz
At

" JEE
Schrédingeri vorrand vaba osakese jaoks
« Piiiiame leida Schrodingeri vorrandi lahendit vaba osakese jaoks:

W(x,1) =y(x) expliar) (36) kusw=E/h.
Y(x) vorrandis on méiratud ajast soltumatu Schridingeri vorrandiga
n d’
Comar

Eeldame, et potentsiaalse energia voime votta nulliks, siis

+U(lp(x) = Ep(x) (35)

”dy) _
“om " Y™ (48)

dp(x) 2mE

e Fw(x)  (48") kusk= on lainearv.

Vorrandi 48’ lahendikson  g4(x) = Aexp[iloc]+ Bexp[— iloc] (49)

13
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Ajast soltuv vaba osakese lainefunktsioon on siis

W(x,0) = Aexp[ik(x - %z)} +Bexp[— ik(x + %z)} (49)
+X
-x
Integreeri id A ja B lainefu ioonis on méiratud

AARETINGIMUSTEGA , mille mdju saab niiha alljirgnevas.
Niiiteks kui me TEAME, et osake liikus algselt suunas +x , siis me véime konstanti
B mitte arvestada

W(x, 1) = Aexplifir - ar]) (50)
Analoogiliselt osakeste jaoks, mis liikusid —x suunas, on A = 0 ja lainefunktsioon
saab kuju

W(x, 1) = Bexp[- ke + ax]] (51

Vaba osakese faasi- ja grupikiirus

* Meie tulemuse oluliseks komponendiks on seos ENERGIA ja LAINEARVU vahel
vaba osakese jaoks

272
k= [PE RS (52)
h 2m

* Me vbime seda tulemust kasutada laine GRUPIKIIRUSE leidmiseks

, o 1dE_me o
£ dk hdk m

* deBroglie valemi pohjal on hk vordne momendiga, kuna

L
A 27 )

)4 hk (54)

* Kombineerides vorrandeid 53 & 54 saame

v, =2 (55)
m

See on normaalne vorrand osakese kiiruse jaoks, millel on mass m ja moment p ning

seega osakese GRUPIKIIRUS on kui osakese kiirus, mida esitab laine.

Kui me aga arvutame laine FAASIKIIRUSE, siis see tuleb tipselt poole viiksem,
kui momendi jirgi oodata voiks

w E nk
e _1E_ 7k 56
Y IETHhE 2m (56)

1
n

" JEE
Kvantmehhaanika

Schrodingeri vorrandi rakendused
Osake kvantkaevus
(Kvantkaevud on kaasajal viga olulised!)

14
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" JEE
Osake 1D kvantkaevus:
Vastupidiselt vabale osakesele on kvantkaevus osakese lainefunktsioon piiratud
teatud ruumiga. Piiratud ruumis asetsev osake on pooljuhtide fiiiisika jaoks

oluline probleem. Vaatleme kdigepealt Idpmatult kdrgete seintega kvantkaevu
voi kvantauku.

- August viljaspool on y(x)=0 , kuna osake ei
saa august viljaspool eksisteerida. Augu sees
| : on lainefunktsioon 1 (x) médratud
1 Schrodingeri vorrandiga
n dip(x)
- —Ev(x) (57)
2m  dx
()
. 7= - Ky(x) (58)
o i 4
L E .
* kusk = on lainearv.

Esimene ddretingimus nouab, et

Teine ddretingimus nouab, et

Y (x = L)=2Asin(kL), mistéhendab,et kL=n7z(n=1,2,3,...)

" JEE
P(x) = Aexplike |+ Bexp|- ikx | (59)

kus A ja B on midratud éiretingimustega:

) Euleri valem:
P(x=0)=0 ja w(x=L)=0.
et —e
————— =sinx
2j

Y(x=0)=A+B=0 voiB=-A__—

=1(x) = 2A4sin(kx).

Seega y/(x) = 2Asin(%x)

A vdime omakorda méirata normeerimistingimusest:

(o P ds = 44° sin® (" xdx = 1
/ Py

:>2A=\/I
L

Seega osakese normeeritud lainefunktsioon kvantaugus on

¥ (x) = \E sin(% x)|  (60)

Avaldisest k =% saame
n’n’h’
E,=—5 61
)

1, = 16E,

Energy

Zero-point encrgy > 0

Lainefunktsioonid (a) ja
téendosus (b) osakese
kolmele esimesele olekule
1D kvantkaevus.

Madalaim energiatase (s.t. n=I juures) avaldub
B hn

2mL’
See on nn. POHITASE. Kuna E,=n’E,, siis
ERGASTATUD TASEMED, milledele n=2,
3, .., omavad energiaid 4E, 9E jne. Seega
viiikseim energiatase osakesel E; >0 — kuna aga

klassikalise fiiiisika kohaselt peaks see energia
olema null.

1

15
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1D Iopliku kérgusega kvantauk

B dy(x)
E 2m  dx’

+U(x)yp(x) = Eyp(x)

e

2,
Alall: % =-Kyp(x) = y(x)=A4e™ +Be™ (62)

Alal: d';”x(f) -ap(x) kusa= 7V2"‘(hUE)

=y xe™  (63)

Lopliku korgusega kvantaugu puhul lidbivad lainefunktsioonid augu seinu
kaugusele:

L
a 2m(U - E)

Nagu v6ib oodata, see kaugus liheneb nullile, kui U>>E.

(65)

a

(

i 5 \2m(U-E
Alalll: dL(zx) =ay(x) kusa= % = yY(x)xe™ (64) @ o)
" JEE " JEE
Kvantkaevu naide
Osake 3-D augus:
Sel juhul tuleb 1D Schrédingeri vorrandi asemel kasutada 3D vérrandit. Selle
saame, kui asendame: epitaksiaalne kasv ° °
2 2 2 a2
A N L SN
dx ox®  ayt oz
-
(_EV- +U(x, y,2)W(x,y,2) = EY(x,y,2) (67) kvantkaev!
2. n . MYT . NIT .
Yy (X,Y,2) = (\/;) sm(Tx) sm(Ty) sm(Tz) kui0<x,y,z<L AlAs
(68)
GaAs
v
By =024 4n2) 0 69)
mL Al S

Samuti InP, InGaAs, InAlAs, InGaAsP ...

16
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" JEE
Kvantmehhaanika

Schrodingeri vorrandi rakendused
Elektron vesiniku aatomis

" JEE
Vesiniku aatom:
Vesiniku aatom on iiks vihes kvantmehhaanika iil mida saab

lahendada tipselt. Ta on aluseks ka elementide perioodilisuse tabeli mdistmiseks.
Ka pooljuhtide eksitonide mdistmisel tuleb vesiniku aatom kasuks.

) U(r) = - 1 e
4me, 1

(70)

3D Schrédingeri vorrand vesiniku aatomi jaoks:

Antud vorrandi lahendiks on
Y (1,0,9) = R, (1)Y"(6,9)

kus R ja Y™ on sfi: d harmoonilised funktsioonid ning n, [ ja m on kolm
kvantarvu, milledel on jirgmised lubatud viirtused:

Peakvantarv: n=1,2,3, ....

Orbitaalkvantarv: £0, 1,2, ....n-1.

Orbitaalmagnetkvantarv: m=-£ -&41, ..., 1

n e’
(-5-V?- W(x,y,2) = Ep(x,y,2)
2m 4oe v
(71
" JEE i " JEE
Seda vorrandit on parem lahendada sfiédriliste S Vesiniku aatomi energia jaoks saame:
koordinaatidega:
5 ¥ >
P, & / 11 e 1
P v e, = ek E =-———— =-13.6eV —
( om v 4Jz£0rW(r’H’¢) Ey(r,0,p) g sin 6 cos ¢ 2 4ne, nzao n?
2 o
, 1 a, 5,0 1 J . d kus a, =M=O‘S3A on nn. Bohri raadius.
kusVi =5 — (' —)+ 5——(6in )+ ———— 0 2
ror dr rising 06 90" risin"6 g Energia on kvantiseeritud (nagu i mudelis
Kvantiseeritud energia soltub vaid peakvantarvu viirtusest

Kihid ja alamkihid: K&ik olekud, milledel on sama pohikvantarvu virtus,
moodustavad nn. kihi. Neid kihte tihistatakse tihtedega K, L, M, ..., ja nad vastavad
vidrtustele n=1, 2, 3, ... Samamoodi, kdik olekud, milledel on samad nii n kui ka1,
moodustavad alamkihi. Tdhed s, p,d,f, ... tihistavad olekuid, kus =0, 1,2, ...

n Shell Symbol Subshell Symbol
1 K 0

2 L 1 ;

3 M 2 d

4 N 3 f

5 [ 4 g

6 P 5 B

17
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Naide
Niide 8. Loetleda kdik vesiniku aatomi olekud, mis vastavad
peakvantarvu védrtusele n=2 ning arvutada nende olekute
energiad.
Kui n=2, | saab omada véirtusi 0 ja 1. Kui £0, m saab olla vaid

0. Kui ~1, saab m olla kas —1, 0 v3i 1. Seega saame:
Uhe 2s oleku: n=2, £0 ja m=0
Kolm 2p olekut, n=2, /=1, m=-1

n=2, [=1, m=0

n=2, [=1, m=+1
Kuna koigil olekutel on sama peakvantarv n, siis on neil ka sama energia:

E, = —13.66V2—Z =-34eV

Kui erinevad olekud omavad sama energiat, siis deldakse, et see enrgiatase on
KODUNUD (degenerate). Selles ndites toodud energiatase —3.4 eV on neljakordselt
kodunud.

Vesiniku aatom — energia pohitase:
Uheelektronilise aatomi pdhitase on tase, kus n=1,1=0 and m=0 ning mis omab
energiat
E, =-13.6elV
Selle oleku lainefunktsioon on
2

e

‘103 : 20z

Siit on niha, et lainefunktsioon ei sdltu nurgast ja on seega sfiiriliselt simmeetriline.
Uldiselt iga olek, kus &0 on sférilise siimmeetriaga ning kannab nime s-olek.

iy 1

P(1,0,9) = Ry (MY (0,9) =

g Hefunktsiooni kujud:

m=-3 m=-2 m=-1 m=0

m=1 m=2 m=3

cos6 sin@ cosi

sin26 sin2¢ SiNBCOSO  3cos29—1 SINBCOSH  sin29 cos2¢
sing cos

O
) )
_ 5 ; -

sin®®  sin20 cosB sinB(5cos?  5cos®0— sinB(5cos20  sin20 cosH
sin3¢ sin2¢

s-orbital

=1

p-orbitals

sind sin
1=2 d-orbitals n d

sin%
6-1) sing 3cosH -1) cos¢ Ccos2¢ cos3¢p

Kvantmehhaanika
Tunnelefekt

(Niit. selline seade nagu tunneldiood!)

Classical

impene- | Y
mechanics

trable
barrier

Quantum Tunneiing | Y
mechanics effect
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Recion 1 [ REGION 1T Region 11
Cunscnty ez | cussmcrrronamoes Cussca e

B>V E<V0) E>V0)

Kaks voimalikku
tunnelefekti probleemi: (a)
Osake liigub klassikalise
fiiisika jaoks lubatud
tsoonist I ning
tunnelleerub libi keelatud

@ tsooni I jillegi lubatud
tsooni IlI. (b) Osake on

e I algselt seotud kvantaugus
e ning tunnelleerub libi
keelatud tsooni II lubatud
tsooni I11.

E
—>

E>V0)

Tunnelleerumine libi nelinurkse barjiéri:

Nelinurkne barjéiir on korgusega U ning laiusega L.

(incident)

Aot i € (transmitted)
- (reflected) . =t
Be~ ik <g—

(a) (b)

Osakestel on algolekus energia E (<U, barjddri korgus). Kindel osa osakestest
peegeldub baryjddrist tagasi ning teine osa tunnelleerub libi baryjdiri.

Tsoonides I ja Il on osakesed vabad ning nende lainefunktsioon on kujul:

Tsoon I P, (x) = Ae™ + Be™
ke
Tsoon III Yy (x) =Fe'
V2mE
kus k= .
Nagu niha, eksisteerib III tsoonis vaid vasakult paremale kulgev laine, mistdttu
seal on meil vaid iiks liige.

Tsoonis II on Schrodingeri vorrand kujul:

1 dy(x)
-—————=(E-U
SR = (E=Uw(x)
e
T ey
kusar =Y 2mU - E) . 1/ on nn. barjddri ldbimise
h kaugus

Lahendiks on: Y, (x)= Ce ™ + DCe™

A ja B on esialgse ning p Idunud lainete li d, seega peegelduskoefitsient
R avaldub:
BP
R= ‘ |2 .
[4]
F on barjdiri labinud laine amplituud, seega libilaskvuskoefitsient T avaldub:
_IFF
s
Siin on kasutatud lituudide ruute, kuna mol d koefitsiendid on seotud

toendosustega, s.0. kvantfiilisika terminitega.

On selge, et R+7=1 ja me peame leidma vaid iihe nendest suurustest. Selleks peame
kdigepealt leidma amplituudide suhte F/A (voi B/A).

Probleemi ddretingimusteks on:

(x) jady(x)/ox peavad olema PIDEVAD kohasx =0 jax = L.
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Adretingimusi arvestades saame

Y, (x=0)=y,(x=0) = A+B=C+D
Y, (x=0) 9y, (x=0)
ax ox
Y,(x=L)=y,,(x=L) = Ce™™ +De™ = Fe"
Y, (x=0) _ 9y, (x =0)
ox ox

= ikd-ik B = -aC +aD

= -aCe™™ + aDe™ = ikFe™

Vérrandite lahendamine on natuke keeruline, aga voib ndidata, et

E eftkL

= 2__2
cosh(aL) + F =% Gnh(ar)

2ika

1

Tl - i +al
1+ (——"—)sinh’(aL
ik S ()

Labilaskvuskoefitsiendi T(E) kovera
kuju libi nelinurkse barjddri.Piirkonnas
E>U véib mdrgata T(E) kévera
vonkumisi, mida nimetatakse
tunnelleerumise resonantsiks.

Kohtades, kus sinh(aL)=0 on T=1 - s.o0. resonantsi kohad!

sinh(al) = sinh(i“zm(hE)L) =0 on vdimalik vaid siis, kui £ > U ehk

smh(*/z’"(;] =By sin(*/z'”(: =D yo0 = */2'"(5 =D | wrm=0,1,.).

See on tegelikult lainete interferents, s.t. algse ning peegeldunud lainete vahel.

Kui aL>>1 voi L>>1/a siis on barjdir palju paksem, kui libilaskvuse piir. Siis saame

4k 2
T=(k2+a2)zez¢
2 -E
kusk:% ia a=7\/”'(hUX

" JEE
Naide
Piitiame leida isoleeriva CuO kihi ldbilaskvuskoefitsienti kahe vasktraadi vahel.
Oletame, et see oksiidibarjddr on nelinurkse kujuga ning korgusega 10 eV. Oletame, et

elektronide energia on 7 eV. Olgu oksiidikihi paksus (a) 5nmja (b) 1 nm.

Kasutame eelmisel slaidil olnud valemit:

V2mE  2x9.1x107 kg xTx1.6 %107

k
h 1.05x 107 Js
o 2mU=E)  2x9.1x107 kg x (10~ 7) x1.6x 10°
B [ . 1.05x 107 Js

T=( 24k /’)ZeflnL =3A36€7ZL’011371M
k" +a”

(a) L=5nm, T=0.979x103
(b) L=1 nm, T=0.66x10"

suurusjdrku!!!
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