4. Interpoleerimine

Interpolatsioon on 1oplikus arvus punktides antud funktsiooni jatkamine nende
punktide vahele.
Olgu lgigul [a, b] antud n + 1 punkti

a=ro<21<...<2,=0b

(interpolatsioonisolmed). Interpolatsioonisdlmed moodustavad 16igul [a,b] nn
vorgu. Peale selle, olgu f(z) mingi funktsioon, mille védrtused interpolatsioo-
nisolmedes on teada, st on antud f(xg),..., f(z,). Oletame, et funktsiooni f
véirtused sdlmede vahel ei ole teada. Ulesanne on jirgmine: leida mingisse tun-
tud funktsioonide klassi kuuluv funktsioon ®(z), mis on méaratud 16igul [a, b]
nii, et ta langeks kokku funktsiooniga f(z) interpolatsioonisélmedes, st

®(x;) = f(z;), 7=0,...,n. (4.1)

Tingimusi (4.1) nimetatakse interpolatsioonitingimusteks ja funktsiooni ®(x)
interpolandiks. Interpolatsioonitingimused (4.1) garanteerivad, et interpolandi
graafik 1dbib tabeliga etteantud punkte P(z;, f(x;)). Seega kujutab interpolant
endast funktsiooni f(z) “jatku” solmede vahele.

4.1. Interpoleerimine poliilnoomidega

Vaatleme juhtu, kui interpolant ®(z) on iilimalt n-astme poliinoom. Siis aval-
dub @ kujul

D, (r) = cra™ 4+ cox™ e + g,

st sisaldab n+1 vaba kordajat ¢y, . . ., ¢,41. Kuna interpolatsioonitingimusi (4.1)
on samuti n + 1 tikki, voib loota, et antud juhul on interpolatsiooniiilesanne
itheselt lahenduv. Toepoolest, kehtib jargmine vaide.

Teoreem. Leidub parajasti ks Glimalt n-astme poliinoom ®,,(x), mis rahuldab
interpolatsioonitingimusi (4.1).

Nagu ndeme, on interpolatsioonipoliinoomi aste iithe vorra vaiksem interpolat-
sioonisélmede arvust (poliinoomi aste on n ja sdlmi on n+1 tk). Kahele solmele
vastab 1. astme poltinoom e lineaarfunktsioon, kolmele solmele vastab 2. astme
poliinoom e ruutfunktsioon jne.

Praktilistes arvutustes kasutatakse interpolatsioonipoliinoomi esitust nn dife-
rentssuhete kaudu (Newtoni valemit).

Funktsiooni f(x) véartusi f(xo), f(z1),..., f(z,) kasutades saab arvutada
selle funktsiooni nn esimest jarku diferentssuhted

Flag,z;) = M,

Tj — T4
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esimest jarku diferentssuhteid kasutades teist jarku diferentssuhted

f(xjv‘rk) — f(xivxj)

Tk — T4

f(‘ria ‘ijxk) =
jne. Uldiselt avalduvad funktsiooni f (z) m-jarku diferentssuhted selle funkt-
siooni m — 1-jarku diferentssuhete kaudu jargmiselt:

F@igr, o @igm) — f(Ti, - Zigm—1)

Tit+m — Ly

f(@, Tigr, o Tigm) =

Saab néidata, et funktsiooni f(x) on diferentssuhteid kasutades voimalik
interpolatsioonipoltinoom esitada jargmisel kujul:
D, (z) = f(xo) + (& — x0) f(x0,21) + (x — 20)(x — 1) f (20, 1, X2) 42)
+.oo.t(@x—z)(z—21). .. (= 2p1) f(20, 21, -+, T
Niiteks leiame tabeliga
z |1 2 3
y|1l -1 5
antud funktsiooni interpolatsioonipoliinoomi. Diferentssuhete arvutamiseks on
mugavam kirjutada tabel vertikaalselt:

z Yy
11

2| -1

3| 5
Antud tlesandes xg =1, 21 =2, 22 =3 jayo =1, y1 = —1, yo = 5. Arvutame
esimest jarku diferentssuhted

y1—y —1-1 Y2—y1  5—(=1)
N = = = —2’ R = = = 6
f(x() 1’1) 1 — X0 2—-1 f(xl x2) Xro — I 3 -2

ja kirjutame need tabeli 3. veergu:

T |y 1
1 1
201
31 5

Esimest jarku diferenssuhteid kasutades arvutame ka teist jarku diferentssuhte

f(z1,22) — flzo,21) 6 —(—2)
T2 — X N 3—-1

=4

f($0,3?17$2) =

ja kirjutame selle tabeli 4. veergu:

z‘y‘I‘II

1 1

201 | 4
6

31 5
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Poliinoomi moodustamisel kasutatakse arve, mis jooksevad selles tabelis vasakult
tilalt paremale alla (alla joonitud):

x‘y‘I‘II

1] 1

2017 | 4
6

31 5

Vastavalt valemile (4.2), on otsitav interpolatsioonipoiinoom jargmine:

Doy(z) =14 (-2) (. —x0) +4-(x —x0)(x — 1) =
=1-2(z—-1)+4(z—-1)(z—2).

Peale lihtsustamist saame vastuseks ®(z) = 42? — 14z + 11.

Sageli ei anna poliinomiaalne interpolatsioon héid tulemusi. Nimelt kui
poliinoomi aste n on suur, siis voib esineda kiillaltki suur ostsillatsioon (so
vonkumine). Néiteks jargmisele 15-solmelisele tabelile

z[1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
y|5 1 5 1 5 1 5 1 5 1 5 1 5 1 5

vastav interpolatsioonipoliinoom on kujutatud joonisel. Tabelis antud funkt-

siooni vadrtused koiguvad 1 ja 5 vahel, kuid interpolant vongub kuni -550-ni.
Taolisest puudusest on vaba tiikiti poliinomiaalne interpolatsioon ja inter-

polatsioon splainidega, mida kasitleme jargmises kahes alampeatiikis.

4.2. Tiikiti poliilnomiaalne interpolatsioon

Korgest poliinoomi astmest tingitud ostsilleerimise viahendamiseks jagame
16igu [a, b] viiksemateks osaldikudeks nii, et igal osaldigul oleks vihe intepo-
latsioonisolmi ja konstrueerime interpolandi selliselt, et see oleks viaikese astme
poliinoom igal taolisel osaloigul. Tulemusena tekib tiikiti poltinomiaalne inter-
polatsioon.

Vaatleme seda protseduuri tdpsemalt. Jagame 16igu [a, b] k osaldiguks punk-
tidega

a=x0g<T1<...<xTL, =0

ja valime igal osaldigul [z;, 2;11] s6lmed
Ti =Yi,0 <Yi,1 <...<Yil = Tit1.

Olgu solmedes y; ; antud funktsiooni véartused f(y; ;). Konstrueerime funkt-
sioonile f(z) jargmise interpolandi ®(z):

1. ®(z) on iilimalt l-astme poliinoom igal osaléigul [x;, z;41].
2. ®(z) rahuldab interpolatsioonitingimusi solmedes y; ;, st ®(vy; ;) = f(yi,;)-
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http://www.staff.ttu.ee/~janno/kaugope/interpoljoonis2.gif

Tulemusena saame tiikiti polilnomiaalse interpolandi ®(z) liitekohtadega punk-
tides z;. Etteantud interpolatsioonitingimuste tottu on ®(z) liitepunktides x;
pidev, st

lim ®(z) = lim ®(x) = O(x;) = f(xy).

Kasitleme kahte erijuhtu.
1. Tuikiti lineaarne interpolatsioon. Lihtsaim juht on [ = 1. Siis koosneb inter-

polatsioonisolmede hulk ainult punktidest zg,...,z, ja ®(z) on lineaarne igal
osaloigul [z;, z;4+1]. Nédide ®(z) kohta on toodud joonisel 4.1.

Joonis 4.1 : Tiikiti lineaarne interpolant

2. Ruutinterpolatsioon. Kui | = 2, siis on igas vahemikus (z;,2;41) antud veel
tiks s6lm y; ja ®(x) on ruutfunktsioon igal osaldigul [z;, z;41]. Néide on toodud
joonisel 4.2.

Joonis 4.2 : Ruutinterpolant
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4.3. Splainid. Interpoleerimine splainidega

Thikiti poliinomiaalse interpoleerimise pohiline puudus on liitepunktides x; esine-
da voiv ®(x) tuletise katkevus. Toepoolest, interpolatsioonitingimus punk-
tis x; garanteerib kiill ®(x) pidevuse, kuid mitte tema tuletise pidevust, st

tildiselt voib kehtida vorratus lim &'(z) # lim ®’(z). Visuaalselt on tuletise

katkevuspunktis tdheldatav graafiku murdumine. Sileda interpolandi saamiseks
tuleks ette anda ka teatud tingimused ®(z) tuletise kohta solmedes x;. Taolisi
tingimusi rahuldavad korgema siledusastmega splainid.

Splain on tiikiti poliinomiaalne funktsioon, mis liitepunktides rahuldab tea-
tud sileduse tingimusi.

Splaini tdpne definitsioon on jargmine. Olgu 16ik [a, ] tiikeldatud osaloiku-
deks solmedega

a=r9 <21 <...<xy =0

[-jarku splainiks siledusastmega p nimetatakse jargmiste omadustega funkt-
siooni SYP(x):

1. SbP(x) iilimalt [-astme poliinoom igal osaldigul [z;, ;1 1].

2. SbP(z) ise ja tema tuletised kuni jirguni p kaasa arvatud on pidevad va-
hemikus (a, b).

Seega on eelmises paragrahvis vaadeldud tiikiti poliinomiaalsed funktsioonid
0-jarku splainid (nad on pidevad, kuid nende tuletised voivad katkeda). Joonisel
4.1 on kujutatud lineaarsplain S*%(z) ja joonisel 4.2 ruutsplain S%°(z). Prak-
tikas on viiga levinud kuupsplainid siledusastmega 2, so S%2(x).

Splainiga interpoleerimisel voetakse tavaliselt solmedeks splaini liitepunktid
x;. Seega on interpolatsioonitingimused jargmised:

Sl’p(l.i):f(l.i)v ZZO)?”
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