Automaatide teooria

1. Lõplikud automaadid (D. Cohen õpiku põhjal)
Definitsioon - lõlik automaat on järgmiste asjade kogum:

a) lõplik hulk seisundeid, millest üks on algseisund (lähteseisund) ja 0 üks või mitu lõppseisundit.

b) tähestik 
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, mis sisaldab võimalikke sisestatavaid tähti

c) lõplik arv seisundi muutusi (üleminekuid), mis määravad iga sisundi ja iga tähe jaoks, mis seisund tuleb järgmisena

Antud definitsioon jättis esialgu kirjeldamata kuidas lõplik automaat töötab (piirdus koostisosade loeteluga). 

Lõplikkule automaadile antakse ette string tähestiku tähtedest ja loeb tähehaaval alustades vasakpoolsest tähest. Alustades lähteseisundist määravad tähed järgmised seisundid. Järjestus lõpeb kui sisestatavad tähed lõpevad.

Inglise keele terminid: finite automata, finite acceptor.

Viimast kasutatakse seetõttu, et ta eristab millised stringid vastu võetakse ja millised tagasi lükatakse.

Näide1: 

võimalike seisundeid on 3:     x ,   y    ja    z

tähestik koosneb kahest tähest:    a ja b

 üleminekureeglid on järgmised:

reegel_1 – asendist x, minnakse sisendi a korral seisundisse y

reegel_2 – asendist x, minnakse sisendi b korral seisundisse z

reegel_3 – asendist y, minnakse sisendi a korral seisundisse x

reegel_4 – asendist y, minnakse sisendi b korral seisundisse z

reegel_5 – asendist z, minnakse igasuguse sisendi korral seisundisse z

Olgu x lähteseisund ja z ainus lõppseisund

Seega on kõik koostisosad korrektselt defineeritud.

Vaatame kuidas töötab lähtestringiga aaa

Seisund x, reegel 1, seisund y, järgmine täht on a, reegel 3, seisund x,

Järgmina täht a, reegel 1, seisund y, tähed on otsas aga lõppseisundit z ei saavutatud ehk ebaõnnestunud lõpetamisega täitmine.

Definitsioon: kõigi stringide hulka, mille kasutamisel jõuame FA (lõpliku automaadiga) lõppasendisse, nimetame lõpliku automaadi poolt defineeritud keeleks.

Seega string aaa ei kuulu lõliku automaadi poolt defineeritud keelde. Öeldakse ka et string aaa pole lõpliku automaadi poolt vastuvõetav.

Kõiki stringe kokku mida lõplik automaat vastu võtab, nimetame lõpliku automaadi keeleks L.

Järgnevalt vaatleme stringi abba

Lähteseisund x, täht a, reegel 1, seisund y, täht b, reegel 4, seisund z, täht b, reegel 5, seisund z,  täht a, reegel 5, seisund z.

Et jõudsime lõppseisundisse siis string abba on vaadeldava lõpliku automaadiga seotud keele sõna.

Kõik a-sid sisaldavad stringid annavad seisundite x ja y vahel liikumise, ehk ei ole lõpliku automaadi poolt vastuvõetavad.

Lõppseisundisse jõudmiseks on vajalik b tähe esinemine stringis, ehk niipea kui täht b esineb stringis jõuame lõppaseisundisse z ja jääme sinna, sest mõlema sisendi korral jäädakse seisundisse z.

Vaadeldava lõpliku automaadiga seotud keeles esinevad ainult tähte b sisaldavad stringid. Regulaaravaldise abil saame selle keele kirja panna järgmiselt:

(a+b)*b(a+b)*

Et teisenduse (ülemineku) reeglite kirjapanek ei oleks liiga pikk kasutatakse tabeleid. Meie näite korral saame

	
	a
	b

	Start x
	y
	z

	y
	x
	z

	Final z
	z
	z


Lõplik automaat kujutab endast üleminekute tabelit kuid me nimetame seda masinaks dünaamilise iseloomu tõttu.
Lõpliku automaadi saab definaarida ka teisenduste funktsiooni Delta abil (abstraktne definitsioon).

Lõplik automaat on:

a) lõplik hulk seisundeid Q={q0 q1 q2 .......}, millest q0 on lähteseisund
b) Alamhulk hulgast Q, mida nimetame lõppseisunditeks

c) Tähestik 
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= {x1 x2 x3 .......}

d) Teisenduste funktsioon 
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, mis seab igale seisundist ja tähest koosnevale paarile vastavusse seisundi  
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Huvitav on lõpliku automaadi seisundi diagrammi kasutamine:

(seisundid ringidesse ja tähed kaartele)
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Sisenemist tähistatakse sageli ka ringi siseneva noolega 



Samuti sõnadega start ja final.

Sarnaselt saab joonisele kanda igale sisendstringile vastava liikumise (lk 57),

Tulemusena saame orienteeritud (suunatud) grrafi.

Teatud juhtudel piisab alguse ja lõpu tähistamisest graafil, ära võib jätta seisundite tähised (x,y,z). Sellest piisab otsustamiseks, kas konkreetne string on masina(lõpliku automaadi) poolt vastuvõetav.
Näited väga lihtsatest lõplikest automaatidest  lk 58.

Nullstringi käsitlemine FA-s: eeldatakse et 
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 algab lähteseisundist ja jääb lähteseisundisse (ei jõua lõppseisundisse).

Milline võiks olla  FA, mis aktsepteerib nullstringi???

Milline FA aktsepteerib kõiki sõnu (tähestiku a ja b tähtedest)?

Automaadid millel pole lõppseisundit ei aktsepteeri ühtegi keelt!

Näide lk 58.

Millised automaadid veel ei aktsepteeri ühtegi keelt?

FA-d ja nende keeled

a) lähtuda võib FA-st ja analüüsida milliseid keeli ta aktsepteerib

b) lähtuda võib soovitud omadustega keelest ja konstrueerida FA mis oleks sobiv selle keele defineerimiseks , aktsepteerimiseks. 

Mõlemad on aktuaalsed.  

Näide1: FA mis aktsepteerib kõiki tähestiku {a b}sõnu paarisarvu tähtedega.

Lk 60.
    Näide 2: FA mis aktsepteerib kõiki sõnu keeles a(a+b)* 
Alustame lähteseisundist x, kui esimene täht on b siis liigume „surnud lõppuseisundisse y“, surnud seisindiks nimetatakse seisundit kust ei saa väljuda ühegi tähega. Kui esimene täht on a siis läheme surnud lõppseisundisse z, mis on ka FA lõppseisund. Lk 60.

Sama töö saab täita ka 4, 5  jne. seisundiga FA abil. lk 61.

Viimasel juhul on mitu lõppasendit.

Üldine järeldus: Etteantud keele jaoks pole ühest FA-d. Samas on seotus regulaaravaldistega.

Näide3: FA mis aktsepteerib keelt sõnadega aaa ja bbb  lk 62.

Näide 4: Antud on FA diagramm, millist keelt FA aktsepteerib?  Lk 63.
Uurime asja esialgu mõne stringi näitel

Alustame stringidest (uurida kas need on aktsepteeritavad) 

ababa      

babbb

Näide 5a: Antud on FA diagramm, millist keelt FA aktsepteerib?  Lk 64(ülemine).

Näide 5b: Antud on FA diagramm, millist keelt FA aktsepteerib?  Lk 64(alumine).

Näide 6: FA, mis aktsepteerib kahte stringi. lk. 65.

Näited........

2. Teisenduste graafid (D.Cohen põhjal)
kasutusele võetud John Myhill-i poolt 1957a.
Näide1: Vaatleme FA, mis aktsepteerib ainult stringi baa nagu eespool, kuid nüüd eeldame et FA on võimeline korraga lugema kas 1 või 2 tähte. Joonis lk 76.

Näide 2: Vaatleme FA, mis aktsepteerib ainult stringi baa nagu eespool, kuid nüüd eeldame et FA on võimeline korraga lugema kuni 3 tähte.  Lk 77.

Järeldus: kui lubame lõplikus automaadis mitme tähe korraga lugemist siis peame laiendama ka aktsepteeritavuse mõistet: nimelt loeme stringi aktsepteeritavaks juhul kui on olemas mingi viis (teekond) lõppseisundisse jõudmiseks, samas võivad esineda ka tekonnad mis antud stringi korral ei vii lõppseisundisse

Definitsioon: Teisenduste graaf TG on kollektsioon järmistest asjadest
a) lõplik hulk seisundeid, millest vähemalt üks on algseisund ja 0,1 või enam on lõppseisundit.

b) tähestik 
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, mis sisaldab võimalikke sisestatavaid tähti

c) lõplik arv seisundi muutusi (üleminekuid ehk kaari joonisel), mis määravad kuidas liikuda teatud asendist järgnevasse lähtudes etteantud alamstringidest (sisendist).

Edukas teekond teisendusgraafis algab lähteseisundist, koosneb teatud hulgast kaartest ja lõpeb lõppseisundis.

Näide 3 lk 80 . edukad ja ebaedukad teekonnad.

Näide 4. Mitme sisendi tekitamine tühjale stringile vastava kaarega lk. 80-81.
Näited.....
Üldistatud tesisenduste graafid (GTG)
Ühest asendist teise liikumist määrav alamstring on määratud kui eelnevalt defineeritud keele sõna. Joonis lk. 86

Definitsioon: Üldistatud tesisenduste graaf on kollektsioon järgmistest asjadest
a) lõplik hulk seisundeid, millest vähemalt üks on algseisund ja 0,1 või enam on lõppseisundid.

b) tähestik 
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, mis sisaldab võimalikke sisestatavaid tähti

c) regulaaravaldistega kirjeldatud suunatud kaared, mis ühendavad teatud seisundite paare. Näited lk. 86-87.

Määramatus

Üldistatud teisenduste graafis võib olla sseisundist 1 seisundisse 4 viivate teede arv lõpmatu. Meil on staatilised ja dünaamilised valikud. Valida teatud hulk kaari, millest igaüks võib sisaldada lõpmatu hulga alternatiive (lõpmatu keel).
3. Kleeni teoreem
Iga keele mida saab defineerida

a) regulaaravaldise  või
b) lõpliku automaadi või

c) teisenduste graafi

abil, saab defineerida kõigi nende kolme meetodiga.

4. Väljundiga lõplikud automaadid
Väljundiks võib olla  a) hetke aktiivne täht      b) kogu eelnev string

Arvuti seisund võib kirjeldada nii üht kui teist.

Definitsioon. Moor-i masin on järgmiste asjade kollektsioon:

a) lõplik hulk seisundeid Q={q0 q1 q2 .......}, millest q0 on lähteseisund

b) Tähestik 
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= {a b c  .......}, millest moodustatakse sisesndstring.

c) Väljundsümbolite tähestik 
[image: image9.wmf]G

={x y z ....}

d) Teisenduste tabel, mis seab igale seisundile ja sisendtähele vastavusse järgmise seisundi  

e) Väljundtabel, mis seab igale võimalikule seisundile vastavusse väljastatava tähe (hulgast 
[image: image10.wmf]G

 muidugi).

Ilmselt võivad sisendi ja väljundi tähestikud erinevad olla,samas võivad ka kattuda (näiteks mõlemateks võivad olla nullid ja ühed)

Moori masin ei defineeri aktsepteeritud sõnade keelt, kuna iga sisendstring genereerib väljundstringi ja selline asi nagu lõppseisund puudub. Protsess lõpeb kui viimane sisendstringi täht on sisestatud ja viimane väljundsümbol on väljastatud.

Näide 1:

Sisendtähestik 
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={a b}

Väljundtähestik 
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={0 1}

Seisundid:  q0, q1, q2, q3   (q0 on lähteseisund)

Teisenduste tabel

	Vana seisund
	Väljund vana seisundi järgi
	                Uus seisund

Sisendi a korral         Sisendi b korral

	-q0
	1
	Q1
	Q3

	q1
	0
	Q3
	q1

	q2
	0
	q0
	q3

	q3
	1
	q3
	q2


Joonis lk. 151.

Ülesanne: uurida milline väljund vastab sisendstringile abab.
Näide 2: Mitu korda esineb string aab pikas sisendstringis? Joonis lk 151.
Meal-i masin
 Muidu sarnane Moor-i masinaga, aga väljatamist teostatakse kaarte käbimise ajal, mitte seisundites. Seega, kui liikuda seisundist q4 seisundisse q7 mööda erinevaid kaari, siis võivad erineda ka väljundid.
Definitsioon. Meal-i masin on järgmiste asjade kollektsioon:

f) lõplik hulk seisundeid Q={q0 q1 q2 .......}, millest q0 on lähteseisund

g) Tähestik 
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= {a b c  .......}, millest moodustatakse sisesndstring.

h) Väljundsümbolite tähestik 
[image: image14.wmf]G

={x y z ....}

i) Diagrammist, kus seisundeid tähistavad väikesed ringid ja suunatud kaarted, mis näitavad liikumisi seisundite vahel. Iga kaar on varustatud sisendi väljundi sümbolite paariga. Igal asendil peab olema täpselt üks väljudkaar iga võimaliku sisendtähe jaoks. Kaare läbimisel väljastatakse sellele kaarele vastav väljundsümbol.
Vt joonis lk 152.
5. Regulaarsed keeled
Keelt mida saab defineerida regulaaravaldiste abil nimetame regulaarseks keeleks.

(kõik keeled pole regulaarsed).

Teoreem:

Kui 
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 ja 
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 on regulaarsed keeled, siis ka 
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 EMBED Equation.3  [image: image19.wmf]2
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 ja 
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 on regulaarsed keeled.

kusjuures: 
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tähistab keelt, mis sisaldab sõnu keelest 
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 või 
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 EMBED Equation.3  [image: image25.wmf]2
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 tähistab keelt, mille sõnad saadakse keele
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 suvalise sõna ja keele 
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 suvalise sõna konkatenatsiooni abil
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 tähistab stringe, mis saadkse suvalise arvu keele 
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L

 faktorite konkatenatsiooni teel.

Eelnevat teoreemi sõnastatakse ka nii: Regulaarsete keelte hulk on kaetud ühendi, konkatenatsiooni ja Kleeni kordusega.

Tõestus (regulaaravaldiste abil)
Olgu 
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 ja 
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 regulaarsed keeled. Tähistame neid keeli defineerivad regulaaravaldised vastavalt 
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 defineerib keele 
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 ja 
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 vastavalt keele 
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Näide:  lk.171.
..................
Täiendid ja ühendid:

Def: kui 
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 tähestiku 
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 keel, siis slle keel täiendiks
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 (sageli tähistatakse ka 
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) nimetame keelt, mis koosneb kõigist tähestiku 
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 stringidest mooodustatud sõnadest, mis ei kuulu tähestikku 
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Näide 

Keel 
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 on tähestiku 
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 keel, nille kõigis sõnades sisaldub topelt a täht (aa) 

Siis 
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 on keel kõigist tähestiku 
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 sõnadest, milles pole topelt a-d.

Kehtib :  
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. See on hulgateooria teoreem mis kehtib ka antud juhul.

Teoreem: kui 
[image: image52.wmf]L

 regulaarne keel, siis on ka 
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 regulaarne keel.
Tõestus põhineb Kleeni teoreemile, mille järgi regulaarse keele saab esitada lõpliku automaadi abil. Selles lõplikus automaadis on osa seisundeid lõppseisundid ja osa ei ole, kui need seisundid vastupidi pöörame siis saamegi keelele 
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 vastava lõpliku automaadi ehk keel 
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¢

 on regulaarne.

Näide Lk. 173

Teoreem: Kui 
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 ja 
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 regulaarsed keeled, siis 
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 on samuti regulaarne keel
Tõestus :   
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)

¢

¢

+

¢

=

Ç

2

1

2

1

L

L

L

L

    (kehtib hulkade jaoks, DeMorgan)
Joonis lk. 174.
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Näide: 

tähestik 
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- kõik stringid milles esineb topelt a (aa)
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 - kõik stringid milles esineb paaris arv  a tähtesid
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Vastavad lõplikud automaadid on: (joonis lk 175).
Kõigepealt üritame leida 
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-kõik stringid, mis ei sisalda topelt a-d.
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-kõik stringid, milles on paaris arv a-sid.

Joonised lk. 176:
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Joonised lk. 177

[image: image71.wmf]*

ab

*

)

a

*

ab

b

(

r

+

=

¢

2


muidugi on eelnev avaldis üks paljudest võimalikest, näiteks sobib ka 
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Järgmise sammuna leiame summa 
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Teine võimalus on lähtuda  
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 -le vastavatest masinatest, ehk nende esialgsest teisenduste graafist ja leida selle täiend.

Joonis lk. 178.

Saadud graafile tuleb leida täiend, mis annab lõpptulemuse

(b+abb*ab)*a(a+bb*aab*a)(b+ab*a)*

Ülesanne:  
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-kõik sõnad mis algavad a tähega
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-kõik sõnad mis lõpevad a tähega
Leida 
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6. Mitteregulaarsed keeled
Def: Keelt, mida ei saa esitada regulaaravaldiste abil nimetatakse mitteregulaarseks keeleks. 

Kleeni teoreemi põhjal sobivad ka mitteregullarsed keeled esitamiseks lõplike automaatide ja teisedusgraafide abil.

Näide: defineerime keele L järgmiselt
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Keelt L saab ka lihtsamalt esitada:
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või siis lühendatud tähistuse abil
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Eeldame vastuväiteliselt et antud keel on regulaarne. Sellele keele vastb lõplik automaat võtab vastu selle keele ainult sõnu.
Konkreetsuse mõttes eeldame et vastaval lõplikul automaadil on 95 seisundit, 

Me teame et LA võtab vastu sõna 
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. Selle stringi esimesed 96 tähte on a tähed ja seetõttu ei saa esimese 96 tähe sisestamisel edasi liikuda kogu aeg järmisse seisundisse ilma seisundeid kordamata, sest seisundeid on ainult 95. Seega on paratamatu teatud seisubdisse tagasipöördumine, et aga sinna jõuti tagasi ainult a tähti kasutades siis on tegemist tsükliga. (joonis lk 189).

Tsüklit võidakse läbida mitmeid kordi ja tsüklist pääseb välja ainult siis kui tuleb sisenduks tuleb b täht. Konkreetsuse nõttes eeldame et tsüklis oli 4 seisundit, mida korrati üks. Tulemusek ssaadi string 
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Võrdluses stringiga 
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 läbitakse lisaks üks kord 4 seisundiga tsüklit, edasi minnakse samamoodi ja samas kohas üle b „teekonnale“, teostatakse seal 96 sammu ja jõutakse ühtemoodi lõppasendisse. 

Tulemus: vaadeldud keele vastav masin ehk lõplik automaat võtab vastu stringi 
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, mis ei kuulu tegelikult keelde 
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Jõudsime vastuoluni, mis tähendab et lõplikku automaati, mis võtab vastu ainult antud keele sõnu pole olemas ehk antud keel pole regulaarne.
7. Lahenduvus(decidability)

Metemaatilises loogikas loeme probleemi efektiivselt lahenduvaks, kui leidub algoritm mis annab lahenduse kõplike arvu sammude tulemusena, sõltumata sisesndist.

Def: Probleemi lahendust, mis annab tulemuseks jah või ei nimetatakse ostsutuste protseduuriks. Probleeme, mille jaoks on olema otsustamise protseduurid nimetatakse lahenduvateks.

Kõigepealt uurime, kas kaks etteantud erinevat regulaaravaldist määravad täpselt sama keele?

Alustuseks vaatleme avaldisi

a(a+b)*    ja    (b+()(baa+ba*)*
Nende avaldiste korral ilmselt mitte, sest esimesel vastavad sõnad algavad a-ga ja teosele b-ga. Kuid järgmiste avaldiste korral on otsustamine keerukam:

(aa+ab+ba+bb)*                 ja            ((ba+ab)*(aa+bb)*)*

mõlemas sama tähestik ja samuti paaris arv tähti. 

Kõigi võimalike sõnade uurimine on lootusetu, seetõttu üritame paika panna reegleid, mis aitakse regulaaravaldiste ekvivalentsust kontrollida.

Probleem on oluline ka selles mõttes, et LA on esitatav regulaaravaldiste kujul ja

Nii saaks võrrelda ka LA-sid.

Etteantud keelte 
[image: image88.wmf]1
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 ja 
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 jaoks, mis on määratud kas regulaaravaldiste või siis lõplike automaatide abil võime defineerida lõpliku automaadi, mis aktsepteerib järgmist keelt:
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 Selline masin aktsepteerib 

a) kõiki keele 
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 sõnu mis ei sisaldu keeles 
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b) kõiki keele 
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 sõnu mis ei sisaldu keeles 
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Juhul kui keeled 
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 ja 
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 langevad kokku, siis eespoolkirjeldatud masin ei aktsepteeri mitte ühtegi sõna!!!

Seega taandub kahe avaldise ekvivalentsuse probleem vastava masina korral kindlakstegemiseks ka ükski sõna pole aktsepteeritav.

Samm 1: määrame kindlaks ka masin aktsepteerib vähemalt ühe sõna

Teisendame lõpliku automaadi regulaaravaldiseks. Iga regulaaravaldis defineerib mõned sõnad. Selle kontrollimiseks jätame regulaaravaldisest ära kõik tärnid, seejärel kõik pluss märgid ja paremad pooled alavdistest, samuti kõik sulud. Avaldise 
(a+()(ab*+ba*)*((+b*)*            saame:

ilma tärnideta:  (a+()(ab+ba)((+b)

ilma pluss märkideta ja paremate poolteta: (a)(ab)( ()

ilma sulgudeta: a ab (
tulemuseks on sõna: aab
Kuna iga regulaaravaldis sisaldab vähemalt ühe sõna jääb mulje, et ka iga LA peab aktsepteerima vähemalt ühe sõna. Kuidas siis saame tõestada et kaks keelt on samaväärsed? Lähtume keelest
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ja konventeerime selle regulaaravaldisteseks. Tekib küsimus, et kas on üldse võimalik keelte samaväärsus, kuna regulaaravaldistes on alati üks sõna olemas.

Tegelikkuses peitub probleem keelelt regulaaravaldisele üleminekul, nimelt mitte alati ei saa seda teha: teatud juhtudel pole võimalik sisendist väljundisse jõuda:

a)lõppseisund puudub

b) alg ja lõppseisund pole sidusad

c) alseisundist pole võimalik lõppseisundisse liikuda

Samm2: uurime kas algseisundist on võimalik lõppseisundisse jõuda.
Protseduur:

a) värvi sisend siniseks

b) liigu edasi sisendist määda kõiki kaari, mis sisendist välja viivad, värvi aktiivne asukoht siniseks ja kustuta eelnevalt läbitud kaared
c) Korda eelmist sammu 

d) kui protseduur lõpeb ja mõni lõppseisund on värvitud siniseks, siis masin aktsepteerib vähemalt ühte sõna, kui ei siis ei aktsepteeri.

(näide joonis lk 210).

Teoreem: Kui LA on N seisundiga ja ta aktsepteerib vähemalt ühe sõna, siis aktsepteerin see LA mingi sõna N või vähem tähega.

Tõetus: Lühim tee sisendist väljundisse ei sisalda tsükleid, ja N seisundi ilma tsükliteta läbimisel ühe korra on kasutusel mitte üle N-1 tähe. 

Samm 3: Testida kõiki sõnu kus on vähem kui N tähte, kui ühtki ei aktsepteerita, siis polegi aktsepteeritavaid sõnu.
Näide: vaatleme kahte lihtsat regulaaravaldist:

                     a*               ja                   (+aa*

Näitame, et need avaldised defineerivad sama keele

Joonis lk 212.

Eelneva kokkutõtteks – Teoreem:

Eksisteerib suhteliselt lihtne protseduur otsustamaks kas

a) etteantud LA aktsepteerib vähemalt ühte sõna

b) kas kaks LA-d on samaväärsed

c) kas kaks regulaaravaldist on samaväärsed

Teoreem: Olgu F lõplik automaat millel on N seisundit.

1. Kui F aktsepteerib järgnevaid sisendstringe



siis F aktsepteerib ka lõpmatut keelt.

2. Kui F aktsepteerib lõpmatu hulga sõnu, siis F aktsepteerib ka mingit sõna pikkusega
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Teoreem: Kui masinal on N seisundit ja tähestikus m tähte, siis kokku on keeles 
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erinevat sisendstringi pikkusega
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8. Kontekstivabad grammatikad

Kõrgtaseme keelest masinkeelele või assembler keelele ülemineku teostab kompilaator. Kõrgtaseme keele stringi töötlemiseks kompilaatori poolt peavad eksisteerima kindlad reeglid-ehk masin ...LA. Samuti peab see masin suutma teatud mittesobivad stringid vastuvõetamatuteks tunnistama.

Näiteks string ((9)+  mis ei vii lõppasendisse masinas. Üldjuhul saame teada kas string on mõistlik alles lõppasendisse jõudes. Kuid LA nagu Meali masin suudavad enne koodi täitmist kidlaks teha selle mõistlikkuse.

Vaatleme aritmeetilise avaldise näidet. Reeglid on:

1. iga number on AA (aritmeetiline avaldis)

2. kui x ja y on AA, siis on seda ka

(x)   -(x)      (x+y)     (x-y)      (x*y)      (x/y)     (x**y)

Vaatleme sisendstringi lugemiseks sobiva masina kujundamist, vastavad reeglid on vaja seejärel teisendada veel assembler keele  programmiks.

Lähtume stringist   ((3+4)*(6+7)) 

Masin leiab, et antud stringi saab koostada järgmiste reeglitega

3 on AA

4 on AA

(3+4) on AA

6 on AA

7 on AA

(6+7) on AA


((3+4)*(6+7)) on AA

Algoritmiliselt saame teisendada selle kujule

Loe 3 registrisse 1

Loe 4 registrisse 2

Liida registrid 1 ja 2 registrisse 1

Loe 5 registrisse 3

Loe 6 registrisse 4

Liida registrid 3 ja 4 registrisse 4

Korruta registrid 1 ja 4 registrisse 1

Def: GFG-context-free grammar ehk kontektsivaba grammatika on kollektsioon järmistest kolmest asjast.
1.Tähestiku 
[image: image101.wmf]S

 tähed ehk terminalid millest koostatakse stringe ehk keele sõnu
2. Sümbolite hulk mida nimetame mitteterminalideks, üks millest on alguse sümb S

3. Lõplik hulk järgnevusi kujul:
üks mitteterminal->lõplik hulk terminale ja/või mitteterminale

Järgnevalöt tähistame mitteterminalid suurte tähtedega ja terminalid väikestega, et neid eristada. 

Def: GFG poolt genereeritud keel on kõigi terminalidest moodustatud stringide hulk, mille saame moodustada alguse sümbolist S alustades ja kasutades produktsiooni ning asendamist.

Näide:

Olgu ainsaks terminaliks a ja produktsioonid olgu

Prod1      S->aS

Prod2      S->
[image: image102.wmf]L


Rakendades 6 korda korrutist 1 ja ühe korra korrutist 2 saame

S=>aS

  =>aaS 

  =>aaaS 

  =>aaaaS 

  =>aaaaaS 

  =>aaaaaaS 

  =>aaaaaa
[image: image103.wmf]L

 

  =aaaaaa 

Nii tuletasime a astmes 6. Aga a astmes n tuletamiseks rakendatakse n korda produktsiooni 1 ja üks kord produktsiooni 2. Kui rakendame ainult prod2 siis saame nullstringi. Eelnevate reeglitega defineeritud keel on täpselt a*.

Näide 2:

Terminalid a ja b, mitteterminal on S ning produktsioonid on :
Prod1      S->aS

Prod2      S->bS

Prod3      S->a

Prod4      S->b

Sõna baab saame järgmiselt:

S=>bS

(Prod2)

  =>baS

(Prod1)

  =>baaS

(Prod1)

  =>baab

(Prod4)

Antud juhul sisaldab GFG abil defineeritud keel kõik tähtedest a ja b koosnevaid stringe välja arvatud nullstring.

Saab panna ka kirja üldised reeglid, kuidas suvalise sõna korral vastavat algoritmi realiseerida

1. Alustame sümbolist S
2. Loeme etteantud sõnast ühekaupa tähti vasakult paremale

   2.1 kui loeme a tähe mis pole viimane rakendame produktsiooni Prod1

   2.2 kui loeme b tähe mis pole viimane rakendame produktsiooni Prod2

   2.3 kui loeme a tähe mis on viimane rakendame produktsiooni Prod3

   2.4 kui loeme b tähe mis on viimane rakendame produktsiooni Prod4

Igal sammul enne viimast on tööstringi kuju järgmine

(terminalide string)S

Igal sammul asendatakse viimane S vatava produkstiooniga.

Sõna baab genereeritakse järgmiselt:

S=>bS=>baS=>babS=>baab

Teoreem: Iga LA jaoks eksisteerib GFG, mis genereerib täpselt selle LA poolt aktsepteeritava keele. Teisiti öeldes- regulaarsed keeled on kontektivabad grammatikad. 

PDA-pushdown automata
Näide lk 291-292, 295.
Def: PDA on kollektsioon järgmistest asjadest:

1. Sisendtähestiku 
[image: image104.wmf]S

 tähed 

2. Sisendlint, mis ühes suunas on lõpmatu. Esialgu on sisendstring lindil, alustades esimesest lahtrist, ülejäänud lint on tühi.

3. Stäki tähestik 
[image: image105.wmf]G


4. pushdown stäkk (ühes suunas lõpmatu), algseisundis on stäkk tühi.

5. Üks algseisund, millel on ainult väljundkaared.

6. Lõppasendid ehk HALT asendid tüüpi ACCEPT ja REJECT, millel on ainult sisendkaared

7. Lõplik arv PUSH seisundeid, mis paigutavad tähe stäki tippu

8. Lõplik arv seisundeid järgmise kasutamata tähe lugemiseks lindilt.

TÜRINGI MASIN

Def: Türingi masin ehk TM on kollektsioon järgmistest asjadest:

1. Sisesndtähtede tähestik 
[image: image106.wmf]S

, mis ei sisalda tühja sümbolit 
[image: image107.wmf]D

.

2. Nummerdatud lahtriteks jagatud linti, mille igas lahtris on üks täht. Sisendsõna esitatakse masinale tähthaaval alates kõige vasakpoolsemast lahtrist(lahter i).

3. Lindi päisest, mis suudab lugeda lahtrit, asendada lahtri sisu teise tähega ja liikuda edasi või tagasi korraga ühe positsiooni võrra. Algseisus loetakse kõige vasakpoolsemat lahtrit, milles vasakule liikumine pole võimalik (masin jookseb kokku)

4. Tähestikust 
[image: image108.wmf]G

, mida saab lindile kirjutada.See tähestik võib sisaldada ka sisendtähestikku. Formaalselt lubame kirjutada ka tühja sümbolit 
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 aga seda nimetame kustutamiseks ning tühja sümbolit ei loeta tähestikku
[image: image110.wmf]G

 kuuluvaks.

5. Lõplikku hulka seisundeid, sealhulgas START seisundit, millest täitmine algab ja ühte või mitut HALT seisundit, millesse jõudmisel täitmine lõpetatakse. Vaheseisunditel pole nimesid vaid numeratsioon.

6. Programmi, mis koosneb teatud hulgast reeglitest, mis määravad käitumise iga seisundi ja iga loetava tähe jaoks:kuidas seisundid muutuvad, mida kirjutatakse, kuhu poole liigutakse. Programmi üheks kirjeldamise viisiks on suunatud kaared mis ühendavad seisindeid. Igat kaart tähistab kolmik;

(täht, täht, suund)

esimene täht on lahtrist loetav täht, teine lahtrisse kirjutatav täht ja kolmas liikumise suund (L-left, R-right).

Juhul kui antud asendist loetakse täht mis ei paku edasiliikumise võimalust 

Järgmisse asendisse (vastav kaar puudub), siis toimub katkestamine ja täitmine loetakse ebaõnnestunuks. Juhul kui etteantud sisesndsõna korral jõuame HALT asendisse, siis öeldakse et TM aktsepteerib antud sõna.

Oma iseloomult on TM deterministlik.
Näide: sisendi aba realiseerimiseks on TM lint järgmine

	a
	b
	c
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	......


 

Programm,slle TM jaoks on:





  

Eelnevas näites loetakse kõigepealt täht a  ja liigutakse edasi kaare (a,a,R) abil seisundisse 2. Kaar (a,a,R) tähendab, et tähe a asemele kirjutati uuesti täht a, kuna teine sümbol oli samuti a. Teises seisundis loetakse täht b ja liigutakse edasi mööda kaart (b,b,R) kolmandasse asendisse. Teise asendisse ka kirjutatakse b. Kolmandas asendis loetakse täht a, ning liigutakse kaarega (a,a,R) uuesti kolmandasse asendisse ehk tehakse sõlm. Lugemispäis jõuab siiski neljandasse asendisse kuna R näitab paremale liikumist. Nüüd asume kolmandas asendis aga loeme sisse neljandast asendist 
[image: image114.wmf]D

 ning liigume edasi kaarega (
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,
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,R)asendisse 4, mis on lõppasendiks.
Tulemus- sisendstring aba on antud TM poolt aktsepteeritav. Täitmisahela võib esitada kujul.

	1
	2
	3
	4
	HALT

	aba
	aba
	aba
	aba
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Allajoonitud on sisseloetav täht.
Uurime lähemalt milliseid sisendstringe antud TM aktsepteerib:

Esimene täht a või b viib asendisse 2, asendist 2 saame asendisse kolm ainult b tähe abil, kolmandas asendis liigub lindi päis paremale senikaua kuni jõuame tühja sümbolini.

Seega vastav regulaaravaldis on:  (a+b)b(a+b)*

Rakendamine

	Regulaaravaldised, teisenduste graafid

LA(lõplikud automaadid)
	Tekstiredaktorid, järjestikused ahelad

	PDA (push-down automaadid)
	Kompilaatorid, programmeerimiskeeled

	Türingi masin
	Arvuti (binaarne liitmine, jne tehted)
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