I
Funktsioonide lahendamine

Funktsiooni Iahendamine ehk interpoleerimine on funktsiooni
jatkamine.

Olgu antud I6igul [a,b] N+ 1 punktia=xp < xy < ... < X, = b.
Selliseid punkte nimetatakse interpolatsioonisélmedeks. Olgu samas
teada ka funktsiooni f(x) vaartused neis sdlmedes

f(x0), f(x1), ..., f(xn). Kui funktsiooni f(x) vaartused valjaspool sdlmi
pole teada, saabki rddkida interpolatsioonillesandest: leida mingi
funktsioon ®(x) nii, et kehtiks tingimused

d(x;) =1f(x), j=0,1,...,n
Uldisem interpolatsioonitilesanne

oD (x)) = fD(x), j=0,1,...,n, i=0,1,...



Leidub parajasti Uks dlimalt n—astme poliinoom
n
®(x) = D Lni(x)F(x),
i=0

mis rahuldab interpolatsioonitingimusi ja kus

(X =x)(Xx—x1)...(x = Xi_1)(X — Xjz1) ... (X — Xp)

Lni(x) = (Xi — X0)(Xi — X1) - (Xi — Xi—1)(Xi — Xiz1) - (Xi — Xn)

Sellist polinoomi nimetatakse Lagrange’i
interpolatsioonipoliinoomiks.



Interpoleerimisviga Ep(x) = f(x) — ®(x). Sdimedes En(x;) = 0,
j=0,1,....n

Uhtlase vérgu korral kehtib Lagrange'i interpolatsioonipoliinoomi jaoks
hinnang

(%) = ®(x)] < [FM D)™,
kus h = x; — x;_1 on vorgu samm.
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Diferentssuhe

Funktsiooni f(x) esimest jarku diferentssuhe

f(xi, xj) = f(x;-; — )f(EXi).

Funktsiooni f(x) teist jarku diferentssuhe

f(x;, xk) — f(x;, x;
f(Xi,Xj,Xk): (l ;2_)((_’ l)'
1

Uldiselt saab m—jarku diferentssuhte esitada m — 1-jarku
diferentssuhete kaudu
f(Xi—H ) aXi—&-m) — f(Xi7 ) Xi+m—1)

F(Xi, Xigts - Xigm) = ” ” :
+=m — A




Poltinoomi
O(x) = F(x0) + F(Xo, X1)(X — Xo) + F(X0, X1, X2) (X — X0)(X — X1)+

+. o+ (X0, X1y, Xn) (X — Xo) (X — X1) ... (X — Xp_1)

nimetatakse Newtoni interpolatsioonipoliinoomiks.

n+ 1 s6lme jaoks saab leida ainult Gthe n—astme polinoomi, seega
langevad Lagrange’ ja Newtoni poliinoom kokku, st esitavad Uht ja
sama polinoomi.
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-]
Hermite’ interpolatsioonipoliinoom

Olgu antud [a, b] nii, et a= xg < X1 ... < Xp = b ja olgu teada f(x;)
ning f'(x;), kus j = 0,1,..., n. Sellisel juhul on v6imalik leida
funktsioon ®(x) nii, et

®(x) = f(x),
ja
®'(x)) =f'(x), j=0,1,...,n.
Ulimalt 2n + 1 astme poliinoom, mis neid tingimusi rahuldab, on kuijul

n

HX) = 3 [A)10a) + At ()]

i=1
kus
hi(x) = [1 = 2L ;(x)(x — x))] [Ln,i(x)],
hi(x) = (x = X)[Lni(X)]?,
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(X —Xx0)(X = X1) ... (X = Xj—1)(X — Xjz1) ... (X — Xn)
(X,'—Xo)(X,'—X1)...(X,'—X,'_1)(X,'—X,'_;,_1)...(X,'—Xn)'

Ln,i(X) =

Sellist polinoomi H(x) nimetatakse Hermite’i polinoomiks.



Tukiti polinomiaalne interpolatsioon

T&psema interpoleerimise jaoks voib konstrueerida interpolandi, mille
sOlmede arv ei lahene I6pmatusele, kuid seda interpolanti saab
kasutada osalbikudel, mille arv [aheneb I6pmatusele. Selleks tuleb
vaadeldav 16ik [a, b] jaotada k osaldiguks ning igal osaldigul
vaadeldakse /—astme interpolanti. Vorgu tihendamisel k — oo, ent /
jaéb samaks. Sellisel juhul

f(x) — d(x)| < ChH*!' = 0, kuix;—x;_1 — 0.
= X

Tikiti lineaarne interpolatsioon on ldhendamine lineaarse
funktsiooniga.
Ruutinterpolatsioon on lahendamine ruutfunktsiooniga.



Interpoleerimine splainidega

Definitsioon

I-jarku splainiks siledusastmega p nimetatakse jargmiste omadustega
funktsiooni S"P(x):

1. S'P(x) on dlimalt I-astme poliinoom igal osal6igul [X;; X;1];

2. S'P(x) ise ja tema tuletised kuni jérguni p (kaasa arvatud) on
pidevad vahemikus (a; b).

Kdige lihtsam on splaine esitada baasisplainide ehk B-splainide abil.



Lineaarsplainid S'9(x).

S'0(x 20,81 O(x

kus ¢y, Cq, .. ., Cx ONn kordajad ja

o170 - 0 (*5).

B'%(x) on splain, mis [-1; 1] erineb nullist, st

14+ x, kuix € [-1;0]
B'0(x)={1—x, kuix € [0;1]

0, mujal.



Kuupsplainid S32(x).
Minimaalse pikkusega I6ik, kus annab baasisplaini konstrueerida, on
[Xi_2; Xi+2]. Baasisplain B32(x) on kujul

(x +2)3, kuix e [-2;-1]

14+3(x+1)+3(x +1)2 = 3(x +1)3, kuix € [-1;0]
B32(x) = { 14 3(1 — x) 4+ 3(1 — x)2 = 3(1 — x)3, kuix € [0; 1]
(2 — x)3, kuix € [1;2]

0, mujal.

Suvalise kuupsplaini saame esitada B-splainide
lineaarkombinatsioonina.



Funktsioonide lahendamine vahimruutude meetodil

Olgu antud [a, b] nii, et a = xg < X1 ... < X, = b ja sblmedes on teada
f(x;), kus j=0,1,..., n. Tavalises interpolatsioonililesandes otsime
funktsiooni ®(x), mis antud s6imedes |I&hendaks funktsiooni f(x). Kui
interpolatsioonitlesanne on tle maaratud, siis ei saa lahendada
interpolatsioonitlesannet selle klassikalises moistes. Lahenduseks
oleks leida selline funktsioon ®(x), mis sélmedes langeb kdige
paremini kokku funktsiooni f(x) vaartustega. Kahe funktsiooni
erinevuste mdotmiseks kasutame funktsiooni

Zn, (x;) — f(xi))?,

kus x; > 0 on kaalud, mis véimaldavad varieerida funktsioonide f(x) ja
®(x) kokkulangevust. Suurust J(®) nimetatakse vahimruutude
funktsionaaliks. Nii pustitatud Glesannet nimetatakse vahimruutude
tlesandeks.



Kui J(®) = 0, siis on funktsionaali miinimum ka
interpoleerimistlesande lahendiks.
Sellise minimeerimistlesande lahendiks sobib funktsioon

X) = ¢ioj(x)
j=1

kus ¢y, C, ..., Cm On konstandid, ¢1(x), ¢2(X), ..., dm(x) on etteantud
klassi funktsioonid.
Funktsiooni J(cy, ¢z, . . ., €m) miinimumi tarvilik tingimus on

0
acy J(C1,C2,...,Cm):0, k:1,...,m

Kordajad ¢y, ¢, ..., cy Saab maarata m x m lineaarsest
vorrandistusteemist

Z[Z“@/Xl Pk XI]C/ Z"@/ X\)ok(xi), k=1,...,m.

j=1 Li=0



