Diferentsiaalvorrandid

Diferentsiaalvérrandiks nimetatakse vorrandit, mis sisaldab otsitavate
funktsioonide tuletisi voi diferentsiaale.

Diferentsiaalvorrandi jarguks nimetatakse selles vorrandis esineva
otsitava funktsiooni tuletise voi diferentsiaali kdrgeimat jarku. Kui
diferentsiaalvdrrandis on otsitavaks funktsiooniks (the muutuja
funktsioon, siis nimetatakse seda vorrandit harilikuks
diferentsiaalvérrandiks (HDV). Kui diferentsiaalvérrandis on otsitavaks
mitme muutuja funktsioon, siis nimetatakse seda vorrandit
osatuletistega diferentsiaalvorrandiks (ODV).



1. jarku HDV dldkuju on jargmine:

F(x,y,y") =0,

kus F(x, u, v) on kolme muutuja funktsioon.
Kui vérrandis on kérgeimat jarku tuletis teiste likmete kaudu
avaldatud, siis see vorrand on normaalkujul. Seega on 1. jarku HDV
normaalkuju jargmine:

y, = f(Xv y),
kus f on kahe muutuja funktsioon.
n. jarku HDV uldkuju ja normaalkuju on vastavalt

F(X’y7y/y”7""y(n)) = 0
ja
yO =ty vy Ly,
kus F ja f on vastavalt n + 2— ja n+ 1—muutuja funktsioonid.



Diferentsiaalvorrandi lahend on funktsioon, mis rahuldab seda
vorrandit. Diferentsiaalvérrand ei ole Gheselt lahenduv, see tdhendab,
et vérrandil on palju lahendeid. Uldiselt n—jarku vérrandi lahend séltub
n konstandist.

n—jarku HDV Uldlahendiks nimetatakse selle vérrandi lahendit, mis
sOltub n suvaliselt valitavast konstandist. Erilahendiks nimetatakse
lahendit, mis on saadud tldlahendist mainitud konstantide fikseerimise
teel.

Diferentsiaalvérrandi erilahendi graafikut nimetatakse selle vorrandi
integraalkdveraks. Seega voib n—jarku HDV (ldlahendit geomeetriliselt
télgendada kui n—parameetrist sdltuvat integraalkdverate parve.



Vaatleme normaalkujulist n—jarku HDV-d. Selle vorrandi tldlahend
sOltub n parameetrist Cq, ..., C,, st omab n vabadusastet. Erilahendi
maéaramiseks on vaja jarelikult lisada sellele vérrandile n lisatingimust.

y(n) = f(ij’yI’yN’”'7y(n—1))’
y(x0) = ¥3,

(1) -yl
y (XO)_y07

Y (x0) = yg !

Seda Ulesannet nimetatakse Cauchy ehk algtingimustega Glesandeks
n—jarku HDV-le. Cauchy teoreemi pdhjal on teada, et kui funktsioon f
on pidev ja tal on pidevad osatuletised kdigi argumentide jargi, siis on
sellisel Cauchy Ulesandel parajasti ks lahend.

Esineb ka llesandeid, kus lisatingimused konstantide maaramiseks on
antud mitmes punktis. Sellisel juhul raagitakse rajalilesandest.



|
Naited Ulesannetest, mis toovad
| jarku HDVni

Kasvamine ja kahanemine

ax
at

kus otsitav on x = x(t), tema tuletis x’ = dt, t on séltumatu muutuja ja
k on vordetegur.
Radloktiivne lagunemine
Olgu x(t) radioktiivse aine mass ajamomendil t. Suurus x’(t)
véljendab radioktiivse lagunemise kiirust. Vastavalt radioktiivse
lagunemise seadusele on lagunemise kiirus x’(t) vordeline veel
lagunemata aine hulgaga x(t) :

dx

— = —ax.
at

= Kkx,

Uldlahend: x = Ce~2.
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Soojenemine ja jahenemine
Olgu ajahetkel t keha temperatuur T(t), seda keha Gmbritseva 6hu

temperatuur Ty, siis keha temperatuuri muutus on kirjeldatav
daT
— = —Kk(T - T

kus k > 0 on vordetegur.
Lahend: T = Ty + Ce X,
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Naide: Kraadiklaas, mis néitas toas 18 C, asetati ue. Kimne minuti
parast naitas kraad 23 C, jargmise kiimne minuti parast 26 C. Milline

oli valistemperatuur?
Algtingimus T(0) = 18,seega 18 =Ty + CjaC =18 —T,.

T=Ty+ (18 — To)e_kt
Teame, et T(10) = 23 ja T(20) = 26.

28=To+ (18— To)efmk
26 =Ty + (18 — To)e*QOk

18-Ty (18-Ty\?
26-Ty \23—To

(23— To)? = (18 — To)(26 — To)
529 — 46Ty + Tg = 468 — 44Ty + T¢
2Ty = 61
To = 30,5



Maarame konstandi k :
k—lln 18— Ty —lln 18 -30,5)\
10 23—-T,/) 10 23-30,5/)
1 12,5
_10In<7’5>_0.051

T(t)=30,5+ (18 — 30,5)e 051" —
=30,5— 12,5 %%




|
Eraldatud muutujatega DV

Eraldatud muutujatega DV Gldkuju:
M(x)dx + N(y)dy =0, (1)

kus M(x) ja N(y) on antud funktsioonid.
Uldlahendiks

/M(x)dx+/N(y)dy: c (2

/X M(s)ds + ’ N(s)ds=0, (2)
Xo Yo

kus (Xo, o) on suvaline fikseeritud punkt piirkonnas D.



Eralduvate muutujatega DV

M (x)Ni(y)ax + Ma(x)N2(y)dy = 0, (4)
kus M;(x), Ni(y), Ma(x) ja Nz(y) on antud funktsioonid.




(5) tldlahend:

M (x) No(y)
M2(X)dx+/ ()Y = ¢

Lisaks veel lahendid y = y; ja x = Xxq.



Homogeenne DV

Vaatame funktsiooni f(x, y), mis on méaratud D C R. Olgu D selline,
etV(x,y) € Dkorral (tx,ty) € DVt > 0.

Funktsiooni F(x, y) nimetatakse a—astme homogeenseks
funktsiooniks, kui kehtib seos

F(tx, ty) = t*F(x, y)

vt > 0,V(x,y) € D.



Naiteks on funktsioonid

y—X
X

f(va):

g(x,y) = x* = xy — 2y*
homogeensed funktsioonid, ent

X3 + x2y

ei ole homogeenne.



Diferentsiaalvérrandit y’ = f(x, y) nimetatakse homogeenseks, kui
f(x,y) on 0—astme homogeenne funktsioon:

f(tx, ty) = f(x,y), t>0.

Homogeenne DV y’ = f(x, y) taandub muutujate (x, u) suhtes
eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandiks asendusega u = %



Lineaarne DV
Esimest jarku lineaarse DV Uldkuju on
y'+p(x)y = q(x). (6)

Lineaarse DV y’ + p(x)y = g(x) lahendamise saab jagada kolmeks:
| lahendatakse vastav lineaarne homogeenne vérrand

Yy +p(x)y =0
Yh = Ce—fp(X)dX

Il mittehomogeense vorrandi lahendamiseks saab kasutada
konstantide varieerimise meetodit (Lagrange’ i meetodit). Nimelt
asendataksey, konstant C sobiva funktsiooniga C(x) nii, et

¥, = C(x)e~ J p(x)dx

rahuldaks vorrandit (6).



Il lin. DV Uldlahendiks on

Y =Yn+ Y«



Harilike diferentsiaalvorrandite ligikaudne
lahendamine

Vaatame Cauchy Ulesannet
y'(x)=f(x,y),
y(Xo0) = Yo,

kus Xxg ja yp on etteantud suurused ning x € R. Ligikaudsel
lahendamisel fikseeritakse mingid sélmed xp < x4 < Xo < X3 < ...ja
otsitakse Ulesande lahendi y lahisvaartusi nendes sdlmedes, st arve
Y1, Y2, Y3, ... nii, et y; = y(X).



Olgu vork Uhtlane, st x; — xi_1 = h,i=1,2,....

Euleri meetod

uyit1 = uyi + hf(x;, yi).
Meetodi viga saab hinnata y;. — y(Xi+1) = O(h?).

18/20



Trapetsvalemi meetod

h h
Yis1 = VYi —+ Ef(Xi,yi) + Ef(xi+17.yi+1)

Meetod on teist jarku, kuna tema lokaalne viga on hinnatav suurusega
Che.
Prognoosi-korrektsiooni meetod

h h
Yisr =Yi+ Ef(Xi7Yi) + Ef(XiJrhYI + hi(x;, i) .

Meetod on teist jarku.



Keskpunkti meetod

Yis1 = Yi—1 + 2hf(x;, yi).

Meetodi lokaalne viga on O(h3).
Runge-Kutta meetod

Yix1 = Yi + c1hf(x;, yi) + c2hf (x; + ah, y; + Bhf(xi, yi)) ,

kus ¢y, Co, a ja 8 on konstandid.
Kuici =c = % ja a = g =1, siis saame prognoosi-korrektsiooni
meetodi.



