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Vorrandite ligikaudne lahendamine

Vaatame vorrandit

kus f(x) on ithe muutuja funktsioon.

Ligikaudseid meetodeid vorrandite lahendamiseks nimetatakse iteratsioonimeetodi-
teks. Iteratsioonimeetodi rakendamiseks on vaja algldhendit (saab leida graafiliselt,
tabeli abil vms) ning siis tdpsustatakse soovitud lahendit noéutud tépsuseni.

Hariliku iteratsioonimeetodi korral teisendatakse vorrand f(z) = 0 kujule z = g(x).
Kui |¢/(z)| < 1, siis harilik iteratsioonimeetod koondub ning ligikaudseid lahendeid saab
leida eeskirjaga

Tn = g(xnfl)-

Newtoni meetodi korral leitakse ligikaudne lahend eeskirjaga

f(l'nfl)

Ty =Tpn-1— .

f'(@n-1)

Loikajate meetodi korral on ligikaudse lahendi leidmiseks vaja kasutada kahte eel-

nevat lahendit
Tpn—1 — Tp—2

f(xnfl) - f(xn72)

f(ajn—l)-

Ip = Tp—1 —

Vorrandisiisteemide ligikaudne lahendamine

Hariliku iteratsioonimeetodi korral teisendatakse vorrandisiisteem

filzr,@2,...,xp) =0

fg(xl,xg,...,xm) =0

fm(‘rlpx?"-'axm) =0
kujule

r1 = g1(z1, T2, .., Tiy)

i) :gg(:vl,xg,...,xm)

xm :gm(m].)xQ)"'axm)‘
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Interpoleerimine

Olgu antud 16igul [a,b] n + 1 punkti @ = 29 < 21 < ... < x, = b. Selliseid
punkte nimetatakse interpolatsioonisélmedeks. Olgu samas teada ka funktsiooni f(x)
vaartused neis solmedes f(xo), f(x1),..., f(z,). Kui funktsiooni f(x) viartused véljas-
pool solmi pole teada, saabki radkida interpolatsiooniiilesandest: leida mingi funktsioon
®(x) nii, et kehtiks tingimused

(I)(xj) = f(xj), 7=0,1,...,n.
Leidub parajasti iiks iilimalt n—astme poliinoom

O(z) =Y Lni(@)f(2:),
=0

mis rahuldab interpolatsioonitingimusi ja kus

(x—zo)(x—21) ... (T —mim1) (¥ — Tig1) ... (T — )
(mi — .%'())({/L'Z — 5131) N (xz — HZZ‘_1>({L'Z' — xi—f—l) e (1‘1 — .%'n) '

Ln,i (.CL‘) =

Ehk

(x —xo)(x —22) ... (x — y)
(IL‘1 — 1‘0)(1‘1 — :Ez) Ce (SL‘l — l‘n)

_ @om)@ -z () .
(I)(x) - (IL‘O —1‘1)(1‘0 —:EQ)...(SL‘() —l‘n) f( o)Jr

flz)+

(x —xo)(x—21)... (T —Tp_1)
(xn — x0)(zn, — 1) ... (Tyy — Tp—1)

Sellist poliinoomi nimetatakse Lagrange’i interpolatsioonipoliinoomiks.

+...+ < fxn).

Sama poliinoomi voib kirjutada ka kujule

&(x) = f(zo) + fzo, z1) (T — 20) + f(20, 71, T2) (T — 20) (T — 1)+



+.ooo+ flro, 1, xp) (@ —x0)(x — 1) . (T — Xpe1),s

kus f(zo,z1) tdhistab I jarku diferentssuhet, f(zo,z1,22) on II jarku diferentssuhe jne.
Seda poliinoomi nimetatakse Newtoni interpolatsioonipoliinoomiks.

Tiikiti polilnomiaalsel interpoleerimisel konstrueeritakse igale osaldigule [z;—1;z;],
1 =1,2...,n [ astme poliinoom, 16igu otspunktides peavad olema taidetud pidevuse
tingimused. Kui ka sellise funktsiooni tuletised jarguni p on pidevad, siis saame réakida
lihendamisest splainiga S™?(x).

Funktsioonide ldhendamine vahimruutude meetodiga

Kui interpolatsiooniiilesanne on iile maaratud, kasutatakse funktsioonide ldhendamiseks
vahimruutude meetodit. Leitakse selline funktsiooni ®(x), mis solmedes langeb koige
paremini kokku funktsiooni f(z) véértustega. Kahe funktsiooni erinevuste méotmiseks
kasutatakse funktsiooni

n

T(®) = ki (@(wi) — f(w:))?,

1=0

kus x; > 0 on kaalud, mis voimaldavad varieerida funktsioonide f(z) ja ®(x) kokku-
langevust.
Selliseks funktsiooniks sobib

O(x) = cjd;()
j=1

kus ¢1,co,...,¢p on konstandid, ¢i1(x),d2(x),...,¢m(z) on etteantud klassi funkt-
sioonid. Néiteks ¢;(x) = 27. Seega

2
ZK’Z ZCJ¢] ) f(xz)
7j=1
Funktsiooni J miinimumi tarvilik tingimus on
aJ
— =0, k=1,...,m.
ey,
Kordajad c1,co, ..., ¢, saab méaarata m x m lineaarsest vorrandisiisteemist
m
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Lineaarne juht
Kui ®(x) = c1x + c2, siis on vaja méérata kordajad c; ja ca.

J(P) = Z Ki(c1z; + ¢ — f(xz‘))2

1=0



ja
n
L =23 ki (c1wi +ca — f(a)) -2 =0
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n

% = QZHZ' (clxi—i—cQ —f(ZCZ)) -1=0
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Siit saadakse siisteemi
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lahendamisel kéatte vajalikud kordajad c; ja co.

Analoogiliselt saab leida kordajad c1, ¢2, cs ruutfunktsioonile & = 12+ cox+cs.
Selleks oleks vaja lahendada lineaarne vorrandisiisteem

clgﬁzx—i-cQme—Fc;z,Eﬁ,a:—gm fxy) Z-
3 2
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ClE /fz"fvi+62§ Hi'xi+c3§ Ki = g ki - f(x;)
=0 =0 1=0

Milline oleks lineaarne vorrandisiisteem ®(x) = ci23 + cox? + c3x + ¢4 kordajate cy,
c9, €3 ja ¢4 madramiseks?

Numbriline diferentseerimine

Valemeid tuletise ligikaudse vasdrtuse leidmiseks nimetatakse diferentsvalemiteks.
Olgu vork thtlane, st h=z; —x;—1,1=1,2,...,n.

Diferentslvalem sammuga ette




Molema valemi viga on suurusjiku h.
Keskmistatud diferentsvalem

f(@it1) — f(@i1)
2h ’

f(x) =

selle valemi viga on suurusjarku h2.
Diferentsvalem II jarku tuletise leidmiseks

(i) ~ f(@iv1) — fofji) + f(zi-1)

Numbriline integreerimine

Numbrilist integreerimist kasutatakse juhul, kui funktsioon f(x) pole teada voi see
on integreerimiseks liiga keeruline.
Olgu vork tihtlane, st h=2; —x;-1,1=1,2,...,n.

Ristkiilikvalem , .
/ f(z)dx ~ hz f(zi).
a i=1

Trapetsvalem

b
[ e G (fGao) + 26n) + 26(w2) + o+ 25 o) + Fa).

Simpsoni valem

b
[ $@)de 5 (o) + A7) + 2f(0) + (o) + 26(00) + .+ Afwmr) + )]

Simpsoni valemit saab rakendada, kui s6lmi x;, ¢ = 0,1,2,...,n on paaritu arv.

Diferentsiaalvorrandid

Diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit, mis sisaldab otsitavate funktsioonide
tuletisi voi diferentsiaale.
Diferentsiaalvorrandi jarguks nimetatakse selles vorrandis esineva otsitava funktsiooni
tuletise voi diferentsiaali korgeimat jarku.
Kui diferentsiaalvorrandis on otsitavaks funktsiooniks ithe muutuja funktsioon, siis
nimetatakse seda vorrandit harilikuks diferentsiaalvorrandiks (HDV). Kui diferentsiaal-
vorrandis on otsitavaks mitme muutuja funktsioon, siis nimetatakse seda vorrandit osa-
tuletistega diferentsiaalvorrandiks (ODV).



1. jarku HDV iildkuju on jargmine:

F(%y,y/) = 07

kus F'(x,u,v) on kolme muutuja funktsioon.
Kui vorrandis on korgeimat jarku tuletis teiste liikkmete kaudu avaldatud, siis see
vorrand on normaalkujul. Seega on 1. jirku HDV normaalkuju jargmine:

y/ = f(m,y),

kus f on kahe muutuja funktsioon.
n. jarku HDV {ldkuju ja normaalkuju on vastavalt

F(z,y,9y",...,y™) =0
ja
y™ = f(z,y, 99", ...y,

kus F' ja f on vastavalt n + 2— ja n + 1—muutuja funktsioonid.

Diferentsiaalvorrandi lahend on funktsioon, mis rahuldab seda vorrandit. Dife-
rentsiaalvorrand ei ole iiheselt lahenduv, see tahendab, et vorrandil on palju lahendeid.
Uldiselt n—jarku vorrandi lahend séltub n konstandist.
n—jarku HDV iildlahendiks nimetatakse selle vorrandi lahendit, mis soltub n suvaliselt
valitavast konstandist. Erilahendiks nimetatakse lahendit, mis on saadud iildlahendist
mainitud konstantide fikseerimise teel.

Vaatleme normaalkujulist n—jarku HDV-d. Selle vorrandi iildlahend soltub n parameet-
rist C1,...,Cy, st omab n vabadusastet. Erilahendi mé&aramiseks on vaja jarelikult
lisada sellele vorrandile n lisatingimust.

y* D (zo) =y

Seda iilesannet nimetatakse Cauchy ehk algtingimustega iilesandeks n—jarku HDV-le.
Cauchy teoreemi pohjal on teada, et kui funktsioon f on pidev ja tal on pidevad osa-
tuletised koigi argumentide jérgi, siis on sellisel Cauchy {ilesandel parajasti iiks lahend.

Eraldatud muutujatega DV
FEraldatud muutujatega DV tildkuju:

M(x)dx + N(y)dy = 0,

kus M(x) ja N(y) on antud funktsioonid.
Uldlahendiks

/M(:c)dx—l—/N(y)dy:C
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ja erilahendiks
z y
/ M{(s)ds + / N(s)ds =0,
o Yo

kus (xg,yo) on suvaline fikseeritud punkt piirkonnas D.
Eralduvate muutujatega DV

My (2)N1(y)dz + Ma(x) N2 (y)dy = 0,
kus M;(z), Ni(y), Ma(z) ja Na(y) on antud funktsioonid.

M) Mata) | 3 e+ D ] =
Ni(y) =0,
Mg(.%‘) = 0,
M (z No(y) .
o) dr + Nl(y)dy =0. (5
ildlahend: M, () No(y)
1T 2\Y -
Vo (2) dx + N, (y)dy =C.

Lisaks veel lahendid y = y; ja x = x;.

Lineaarne DV Esimest jarku lineaarse DV iildkuju on

Y + plx)y = q(x).
Lineaarse DV tldlahend:

y = CeJp@)s o= [pla)do / o(z)ed PO gy

Harilike diferentsiaalvorrandite ligikaudne lahendamine
Vaatame Cauchy iilesannet

y(zo) = Yo,

kus xg ja yo on etteantud suurused ning x € R. Ligikaudsel lahendamisel fikseeritakse
mingid solmed g < 1 < 2 < x3 < ... ja otsitakse iilesande lahendi y lahisvasrtusi
nendes solmedes, st arve y1, yo, ys3, ... nii, et y; =~ y(x;).

{y’(m) = f(z,y),

Olgu vork thtlane, st x; —z;_1 =h,i=1,2,....

FEuleri meetod

Yir1 = Yi + hf(xs, ys)-



Trapetsvalemi meetod
h h
Yi+l = Yi + §f(513z‘,yz') + §f(xi+17yi+1)
Prognoosi-korrektsiooni meetod
h h
Yirl = Yi + §f(33iayi) t5f (Tit1,yi + hf(2i, vi)) -
Keskpunkti meetod

Yir1 = Yi—1 + 2hf(xi, yi).
Runge-Kutta meetod

Yir1 = Yi + arhf(xi, i) + coh f (xi + ah,yi + Bhf(xi, vi)) ,

kus c1, ¢9, a ja 8 on konstandid.
Kuici =c = % ja a = 3 =1, siis saame prognoosi-korrektsiooni meetodi.



